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RESUME

Dans la présente étude, nous nous intéressons a la simulation numérique de la
convection mixte laminaire d’écoulement d'air, dans une cavité carrée. Une source de
chaleur a flux constant de longueur relative "l " est placée au centre de la paroi inférieure
de cette cavité. Les parois latérales sont maintenues a une température froide constante "T¢"
et se déplacent vers le haut avec une vitesse fixe "Vy", tandis que, toutes les autres parties
de la cavité sont considérées comme adiabatiques. Un modele mathématique basé sur la
formulation fonction de courant-vorticité (¥-Q2) est utilisé. Les équations régissant ce
phénomene sont discrétisées par la méthode des différences finies en considérant un
maillage non uniforme. La géométrie et les conditions aux limites de vitesse et de
température sont symétriques par rapport a I'axe vertical passant par le centre de la cavité.
Le nombre de Richardson (Ri), qui représente l'importance relative de la convection

naturelle et forcée, est choisi comme parameétre de bifurcation.

Les résultats obtenus sont présentés sous forme de champs thermiques et
dynamiques, avec I'évolution temporelle des nombres de Nusselt moyens. L'analyse de ces
résultats a permis de detecter I'existence de deux changements radicaux sur la structure
d’écoulement pour les deux valeurs critiques du nombre de Richardson 15.6 et 41.5
(phénomene de bifurcation), alors que, I’analyse des résultats obtenus met en évidence
I'existence de trois structures d’écoulements complétement différentes en fonction de la
valeur du nombre de Richardson. Dans une premiere phase, I'écoulement est constitué de
deux cellules parfaitement symétriques. Une bifurcation vers un régime d'écoulement
asymétrique caractérisé par l'apparition brusque de deux cellules principales mais
dissymétriques est mise en évidence pour la deuxiéme phase, alors que, la derniére phase
2éme

est caractérisée par la naissance de quatre cellules symétriques. Le passage de la phase

vers la 3°™ phase, provoque une diminution soudaine et importante du nombre de Nusselt

moyen.

Mots-clés : Convection mixte, méthode des différences finies, nombre de Richardson,

phénomene de bifurcation.
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ABSTRACT

In the present study, we are interested in the numerical simulation of laminar mixed
convection of air flow, in a square cavity. A constant flux heat source with relative length
"I" is placed in the center of the lower wall from this cavity. The sidewalls are maintained
at a constant cold temperature "T." and move upwards with a fixed velocity "Vy", whereas,
all the other parts of the cavity are considered adiabatic. A mathematical model based on
stream function-vorticity formulation (¥-2) is used. The governing equations of this
phenomenon are discretized by the finite difference method considering a non-uniform
mesh. The geometry and boundary conditions for velocity and temperature are symmetrical
with respect to the vertical axis passing through the center of the cavity. The Richardson
number (Ri), which represents the relative importance of the natural and forced convection,

is chosen as the bifurcation parameter.

The obtained results are presented in the form of thermal and dynamic fields, with
the temporal evolution of the average Nusselt numbers. The analysis of these results made
it possible to detect the existence of two radical changes in the flow structure for the two
critical values of the Richardson number 15.6 and 41.5 (bifurcation phenomenon),
whereas, the analysis of these results shows the existence of three flow structures
completely different depending on the value of the Richardson number. In a first phase, the
flow consists of two symmetric main cells. A bifurcation towards an asymmetric flow
regime characterized by the sudden appearance of two main but dissymmetrical cells is
demonstrated for the second phase, while, the last phase is characterized by the birth of
four symmetrical cells. The transition from the 2™ phase to the 3™ phase causes an abrupt

and a significant decrease in the average Nusselt number.

Keywords: Mixed convection, finite difference method, Richardson number, bifurcation

phenomenon.
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE
1. GENERALITES

Le régime de fonctionnement d'une installation chimique quelconque dépend de la
combinaison d'un tres grand nombre de parametres. Si le processus de la transformation
chimique est primordial il reste néanmoins que les mécanismes de transport de la matiére,
de la chaleur et de la quantité de mouvement le sont aussi. Ces phénomeénes de transfert de
la quantit¢ de mouvement, de la chaleur, de la matiére, groupés sous l’appellation de
« phénomene de transport » constituent actuellement une partie intégrante du Génie des

Procédés.

En effet I’étude et le design des équipements des installations d’un processus
complet de I’industrie chimique ne sauraient se faire, dans des conditions appropriées et
conformes aux normes techniques, sans la maitrise de telles disciplines a cause de leur
présence, leur interaction et leur couplage dans ce processus. Dans n’importe quelle
systéeme la convection et la diffusion de la chaleur, de la matiere et des espéces chimique
sont fortement liées au champ hydrodynamique de I’écoulent qui a son tour subi

I’influence des changements de ces grandeurs physiques.

Le transfert thermique constitue une partie essentielle de la physique générale qui
concerne les aspects les plus familiers de I’énergie : la transmission de la chaleur.
L’existence d’une différence de température entre deux systémes ou au ceeur méme d’un
systeme génére un transfert automatique d’énergie, sous forme thermique (chaleur) qui se
propage de la partie la plus chaude vers la partie la plus froide jusqu’a un établissement
d’équilibre thermique qui se manifeste par une homogénéité de la température dans le ou
les systéemes considérés. Ce transfert de la chaleur peut se faire suivant trois
mécanismes différents : la conduction qui implique un contact direct entre la partie chaude
et la partie froide (échange intermoléculaire), la convection générée par une modification
de la masse volumique du fluide induisant ainsi un mouvement du fluide et le rayonnement
qui engendre une transmission de la chaleur par ondes électromagnétiques. Ces trois modes
peuvent intervenir simultanément dans le transfert thermique mais dans la plus part des cas

seule la convection est considérée.
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La particularité du transfert de la chaleur par convection réside dans le fait que
I’existence, dans un fluide au repos ou en écoulement, de gradients de température et/ou de
concentration donnent naissance a des forces de flottabilité ou d’Archiméde (buoyancy
forces en anglais) et qui a leur tour engendrent un écoulement spontané quand le fluide est
au repos (convection naturelle) ou augmenter/diminuer son intensité lorsqu’il est déja en
mouvement (convection mixte). Ces forces de flottabilité modifient ainsi les champs des
vitesses et influencent d’'une manicére directe le taux de transfert de chaleur a la faveur du

couplage entre les différentes équations de conservation régissant le probleme.

Les ecoulements des fluides en régime de convection mixte dans des cavités avec
des parois mobiles et différentes conditions thermiques aux limites sont de plus en plus
rencontrés dans de nombreux secteurs industriels. Parmi ces applications nous pouvons
citer, a titre d’exemple, la ventilation des composants électroniques présents dans presque
tous les équipements. Du fait de leurs miniaturisations croissantes et de I’augmentation de
leurs puissances la dissipation de la chaleur induite, dans les enceintes qui les abritent,
devient de plus en plus hypothetique. Actuellement le systeme de refroidissement le plus
efficace consiste en I’injection d’un courant d’air (modélisé par une paroi mobile a

température froide constante) en régime de convection naturelle ou forcée.

La résolution d’un écoulement en régime de convection mixte dans des espaces
confinés revient a caractériser la structure de 1’écoulement en déterminant les champs de
vitesses et de températures ainsi que le taux de transfert de chaleur et tenant compte des
divers parameétres qui contrblent le phénoméne considéré. Les études expérimentales ont
fait d’énormes progrés a ce sujet grace notamment aux développements du matériel de
mesure comme par exemple la L.D.A. (Laser Doppler Anemometry) ou la P.1.V. (Particle
Image Velocimetry) qui permettent de déterminer avec une grande précision les champs de
vitesses instantanées d’un écoulement. Malheureusement ces études expérimentales
reviennent trés cheres et trés longues a réaliser. Aussi depuis quelques décennies les études
numériques des écoulements convectifs ont supplantées les études expérimentales et une
nouvelle discipline la C.F.D. (Computational Fluid Dynamics en anglais) que 1’on peut
traduire par la « mécanique des fluides numérique » est apparue et a pris un essor
considérable grace, d’une part, a la disponibilité¢ d’ordinateurs de plus en plus performants

et d’autre part a un développement sans précédent des méthodes numeériques.
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Les phénomenes de transport dans les écoulements des fluides sont modélisés par
des équations differentielles a dérivées partielles (E.D.P.) traduisant la conservation de
toute entit¢é physique (masse, quantit¢é de mouvement, matiére, ¢énergie...). La
discrétisation de ces équations par différentes méthodes numériques et leur résolution
permettent de déterminer la structure générale de 1’écoulement ainsi que les différents
paramétres nécessaires au dimensionnement des unités industrielles. Cette derniére
résolution peut se faire soit par programmation directe ou bien en utilisant des logiciels

commerciaux.

2. PHENOMENE DE BIFURCATION

Une grande variété de phénomenes physiques parmi lesquels les écoulements de
fluides, avec ou sans transfert de chaleur et de masse, sont régis par des systémes
d'équations différentielles non linéaires eétablis a partir des principes généraux de
conservation de la physique. Ces systémes d'équations non-linéaires contiennent de
nombreux parameétres qui sont susceptibles d'étre la cause de nombreuses manifestations
radicales du comportement de I’écoulement du fluide donnant naissance a des
« bifurcations ». De nombreuses études numériques et expérimentales concernant le
changement de la nature méme de I’écoulement dans différentes configurations
géométriques en régime de convection naturelle, forcée ou mixte ont été rapportées dans la
littérature. Toutes ont mis en évidence le caractére instable, complexe et désordonné de ce
phénomene de par sa nature méme ; en effet une légere perturbation peut entrainer des

modifications significatives de 1’écoulement.

3. BUT DE L’ETUDE

En considération de 1’argumentation citée ci-dessus nous nous sommes intéresses,
dans la présente étude, a la simulation numérique de 1’écoulement d’air en convection
mixte laminaire, dans une cavité carrée, dont une partie du fond est soumise a un flux de
chaleur constant. Les parois latérales de cette cavité se déplacent avec une vitesse fixée
vers le haut et sont soumises a une température froide. Les autres parties de cette cavité

sont considérées adiabatiques. Pour cela nous avons adopté le plan de la thése suivant :
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4. PLAN DE LA THESE

Dans le premier chapitre nous présentons une revue bibliographique détaillée qui
résume les différents travaux rapportés dans la littérature relative au sujet considéré dans
cette étude. Ceci permettra d’identifier les différents phénomenes et parameétres mis en jeu
afin de mettre en évidence les mécanismes de transferts connus a ce jour en convection

forcée et mixte.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a I’établissement de la formulation
mathématique traduisant la modélisation du phénomene physique de la convection mixte
dans des espaces confinés. Ce modéle mathématique se base sur l'approche « fonction du
courant—vorticité » (y — ®) afin d’éliminer le gradient de pression des équations de la
conservation de la quantité de mouvement. Les différentes hypotheses et les conditions aux

limites relatives aux différentes variables seront explicitées et justifiées.

Le troisieme chapitre concernera la formulation numérique du modéle
mathématique. Les eéquations régissant ce phénomeéne ont été discrétisées par la méthode
des différences finies en considérant un maillage non uniforme et différentes méthodes de
résolution des systémes d’équations discrétisées obtenues ont été utilisées. Un code de

calcul « maison » en langage FORTRAN a été établi et validé.

Le quatriéme et dernier chapitre sera consacré a la description des résultats obtenus.
L’analyse de ces résultats et leur confrontation devraient permettre d’identifier 1’influence
des différents parametres sur la formation et le développement des structures

instationnaires mis en jeu dans ce type d’écoulement.

Enfin, ce mémoire se terminera par une conclusion des travaux menés, une synthése
des principaux résultats obtenus, et fera aussi I’objet d’une proposition de perspectives

concernant les recherches & mener pour poursuivre ces travaux de these.
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GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1. GENERALITES

Le phénoméne du transfert de chaleur par convection débute avec les expériences
d’Henri Bénard [1, 2] réalisées en 1900, suivies peu aprés par la théorie de Lord
Rayleigh [3] en 1916. Ce phénoméne est actuellement désigné par la « convection de
Rayleigh-Bénard » et conditionne, entre autre, la circulation atmosphérique, océanique
ainsi que le mouvement des plaques tectoniques. Il se retrouve également dans de
nombreux procédes industriels tels que : le chauffage et la climatisation, le refroidissement
des composants électriques et électroniques, etc. Nous rappelons, dans ce qui suit,
quelques notions fondamentales que nous avons jugees necessaires a la compréhension de

ce phénomene.

1.1 Phénomene de la convection de Rayleigh-Bénard

Le phénomene de la convection de Rayleigh-Bénard est illustre par la figure (1.1) qui
montre une mince couche, de hauteur d, d’un fluide quelconque placée entre deux plaques
soumises a une différence de températures AT. Le comportement du fluide situé entre ces
deux plaques présente des différences significatives suivant la valeur de cette différence de

températures AT.

SUp

']

" fluicle ;

i } ) -'fT-l-ﬁ'F‘. i (p.n} iy

{ : i P
(T.p) -\|J+f1p/.-' T

L

Tay =T AT

Figure 1.1 : schéma du processus du phénomeéne de la convection de Rayleigh-Bénard

[1].
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Les différents comportements du fluide disposé dans cette configuration
géométrique ont été rapportés et résumes par Doering [4]. Ils sont illustrés dans la figure

(1.2) et peuvent étre classés comme suit :

» Si la différence de température AT est faible, une stratification de la température se
manifeste sur toute I’épaisseur de la couche de fluide. Un régime stable purement
diffusif s’établit entre la paroi inférieure et la paroi supérieure.

> Si cette différence de température AT atteint une valeur critique un nouveau régime
apparait caractérisé par une génération du mouvement du fluide a travers cette
couche. Au régime purement diffusif précédent s’ajoute un régime convectif. les
particules chaudes du fluide en mouvement transmettent leur chaleur aux particules
froides environnantes.

» Si la différence de température AT augmente encore alors un régime convectif
turbulent s’établi. Ce régime est caractéris€¢ par de minces couches limites
thermiques et une dynamique chaotique de panaches qui s’entremélent et persistent

au ceeur de I’espace situé entre les deux plaques.
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Figure 1.2 : Instantanés du champ de température dans les simulations de convection 2D
Rayleigh-Bénard. (Haut) régime diffusif. (Milieu) régime convectif. (Bas) régime

convectif turbulent [4].
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1.2 Forces mises en jeu dans le phénomeéne de la convection de Rayleigh-Bénard

Les forces régissant le phénomene de la convection de Rayleigh-Bénard décrit
précédemment sont materialisées dans la figure (1.3) [4]. Une particule quelconque est
soumise aux forces suivantes :

» Poids de la particule.

» La poussée d’Archiméde générée par une différence de la masse volumique due a
un gradient de température. Celle-ci est dirigée dans le sens contraire de
’accélération terrestre g quand la chaleur provient de la paroi inférieure et elle est
dirigée dans le méme sens que 1’accélération terrestre g quand la chaleur provient
de la paroi supérieure.

> La trainée générée par les forces visqueuses (forces de frottement) dues aux

gradients de vitesses et a la dissipation de la chaleur.

Poussée d’Archimede + poids

Poussée d”Archimede + poids

Figure 1.3 : Schéma de principe de la convection de Rayleigh-Bénard. Les fleches
blanches donnent les poussées d’ Archiméde différentielles, moteur du mouvement et les
fleches noires les diffusions de quantité de mouvement par viscosité et de chaleur par

conduction, entraves au mouvement [4].

Remarque : les différents comportements du fluide décrits précédemment peuvent étre
caractérisé par un nombre sans dimensions appelé « Nombre de Rayleigh » et défini par la

relation suivante :
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Pousséed ' Archiméde _ gpATd?

Ra= - —— - =
Force visqueuse x diffusionthermique va

Dans laquelle g est le coefficient de dilatation thermique, v est le coefficient de la
diffusion de la quantité de mouvement et « celui de la diffusion de la chaleur. En d’autres
termes le nombre de Rayleigh est le rapport des forces gravitationnelles qui accélére le
mouvement et des forces de frottement dues a la viscosité (v) ainsi que la dissipation de la

chaleur (o) qui retardent le mouvement.

Ce nombre joue le méme réle que le nombre de Reynolds en mécanique des fluides.
Pour une valeur de I'ordre de 1700, le transfert s'opére uniquement par conduction ; jusqu’a
une valeur de ’ordre de 107 le régime d’écoulement est convectif et laminaire au-dela de
cette valeur 1’écoulement devient turbulent. Il faut préciser que ces valeurs ne constituent
que des ordres de gradeurs déterminés d’une maniére empirique par 1’expérimentation et

dépendent également de la configuration géométrique.

1.3 Différents régimes de convection

Nous avons déja défini la convection naturelle ainsi que le systeme de forces qui la
génere. Si on ajoute une force extérieure a ce systeme on parle alors de la « convection
forcée ». Dans ce cas la poussée d’ Archiméde est négligeable devant les autres forces et le
champ dynamique est découplé du champ thermique. Dans le cas intermédiaire ou la
poussée d’ Archiméde n’est plus négligeable on parle alors de la « convection mixte ». Le
nombre adimensionnel qui détermine la dominance de ces deux types de convections, I’une
par rapport a I’autre, est le nombre de Richardson (Ri) qui exprime le rapport entre

I’énergie potentielle et I’énergie cinétique et qui est donné par 1’expression suivante :
) Ra
Ri = ——
PrRe
Dans cette expression ; Ra : est le nombre de Rayleigh, Pr : est le nombre de Prandtl et

Re : est le nombre de Reynolds.

Par ailleurs les valeurs du nombre de Richardson permettant de différencier la
convection forcée, la convection mixte et la convection naturelle ne sont pas pour le
moment bien précisées, cependant on peut énoncer que si Ri >> 1, la convection naturelle

domine alors que si Ri << 1, ¢’est la convection forcée qui prévaut.
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Aprés avoir défini certains concepts liés au phénomene des écoulements convectifs
nous allons présenter une étude bibliographique afin de mettre en évidence les travaux qui

justifient le choix du sujet proposé dans cette these.

2. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

2.1 Généralités

La plupart des comportements des systémes physiques dépendent d'un certain
nombre de paramétres. La réponse du systéme a une petite variation de I'un des paramétres
est généralement réguliére ; cependant, dans certains cas, il existe des valeurs spéciales
pour lesquelles le systeme adopte soudainement un comportement qualitativement
différent. Une augmentation lente et continue du parametre présente une variété de
comportements du systeme, tous différents les uns des autres, devenant de plus en plus
complexes et désordonnés. Un tel changement de comportement est appelé "bifurcation™.

Une grande variété d'écoulements de fluides avec ou sans transfert de chaleur et de
masse, rencontrés dans les applications industrielles et dans différents secteurs de
I'ingénierie, sont régis par des systemes d'équations différentielles partielles non linéaires
dérivées des principes généraux de conservation de la physique. Ces systemes d'équations
non linéaires contiennent de nombreux paramétres qui sont susceptibles d'étre a I'origine de
nombreux phénomenes de bifurcation. Une revue générale et bien documentée portant sur
l'analyse numérique des bifurcations dans les problemes d’écoulements des fluides a été

récemment rapportée par Dijkstra et al. [5].

La premiére variété d'écoulements de fluides, sujette a ce phénomeéne de
bifurcation, concerne les écoulements purement hydrodynamiques (c.-a-d. sans transfert de
chaleur ou de masse) qui se produisent dans les conduits de section variable avec des
conditions aux limites strictement symétriques par rapport a l'axe principal de
I'écoulement. Les géométries concernées comprennent I'élargissement brusque du conduit
[6, 9], le rétrécissement brusque [10], les convergents-divergents [11, 12] et les diffuseurs
[13]. Les résultats obtenus pour différents rapports d’élargissement/rétrécissement du
canal, d'angle des diffuseurs et du nombre de Reynolds de 1’écoulement confirment
clairement que la bifurcation peut étre présente aux valeurs critiques de ces parametres

distincts.
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La seconde variété d'écoulements de fluides, également sujette a ce phénomeéne de
bifurcation, concerne les écoulements avec transfert de chaleur. L’étude des écoulements
convectifs dans des espaces confinés a suscite, ces dernieres décennies, un interét
considérable qui se traduit par la production d’une bibliographie abondante. De nombreux
travaux ont été largement rapportés dans la littérature que nous ne pouvons tous citer ici.
Par conséquent, nous nous sommes concentrés sur les travaux se rapportant a des
configurations géométriques comportant des parois mobiles ou non, et soumises a une
source de chaleur sous forme d’une température ou bien d’un flux de chaleur imposé
(constant ou variable)). La plupart des écoulements convectifs dans de telles configurations
ont révélé que le comportement dynamique et thermique dépend fortement a la fois de la
géométrie de l'enceinte, des conditions aux limites et de la variation de plusieurs
parameétres dont les nombres de Reynolds, Prandtl et Rayleigh (ou Grashof). Il est bien
connu que cette forte dépendance peut présenter, dans certains cas, une grande diversité de
comportement dynamique et thermique complexe comme [linstabilité, la rupture de
symétrie, la bifurcation et le chaos. Une revue détaillée de la littérature existante, en
relation avec le sujet de la présente étude, peut étre subdivisée en deux catégories
principales, la convection naturelle et la convection mixte. Nous allons, dans ce qui suit,

présenter les principaux travaux concernant ces deux types d’écoulements convectifs.

2.2 Convection naturelle

Deux cas d’écoulements en régime de convection naturelle peuvent se distinguer
par des comportements trés spécifiques, le premier cas est complexe et présente une
multitude de solutions avec une rupture de symétrie, des bifurcations, etc. alors que le

second cas ne préesente aucun de ces phénomenes.

2.2.1 Cas de la convection naturelle instable

Depuis les premiers travaux réalises par Henri Bénard [1, 2], Lord Rayleigh [3].
La convection de Rayleigh-Bénard a fait I'objet de nombreux ouvrages. Le premier
compte rendu relatif a ’aspect théorique de ce probleme a été rédigé par Pellew et
Southwell [14] en 1940 et a servi jusqu'en 1960 comme une excellente référence pour
les différentes recherches sur ce sujet. En 1961 Chandrasekhar [15] rédige son ceuvre
majeure intitulée : "Hydrodynamic and Hydromagnetic Stability" qui consiste en une

introduction bien documentée sur le probléme de la convection de Rayleigh-Bénard

10
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ainsi que sur la théorie des instabilités qui lui sont liees. Dans les années 1960 et 1970.
La théorie sur I’apparition du mouvement convectif dans des cavités de différentes
formes a été étudié expérimentalement, théoriqguement ou numeériquement par plusieurs
chercheurs parmi lesquels nous pouvons citer : Davis [16], Catton [17, 18, 19],
Ostrach [20-21], Heitz et Westwater [22], et enfin par Gebhart [23]. Ces auteurs ont
déterminé le nombre de Rayleigh critique pour lequel I’écoulement devient instable en

fonction du rapport d’aspect des configurations géométriques considérées.

Les travaux entrepris par 1’équipe de Vasseur [24-28] constituent une contribution
majeure a la détermination des états multiples stables et instables dans des cavités
rectangulaires bidimensionnelles dont la paroi inférieure est chauffée partiellement de
maniere isotherme, la paroi supérieure est refroidie a température constante et toutes les
autres parois sont adiabatiques (voir la figure (1.4) par exemple). Les parameétres
considérés sont le rapport d'aspect de la cavité, la longueur sans dimension de la source
de chaleur par rapport a 1’axe verticale de symétrie de la cavité, et le nombre de
Rayleigh basé sur la largeur de la cavité. Les travaux [24] et [28] traitent un milieu
poreux, les travaux [26] et [27] traitent un fluide binaire et enfin 1’étude [25] considére

un fluide pur.

Figure 1.4 : Schéma de la cavité et conditions aux limites.
Robillard et al. [24].

Une autre équipe de recherche dirigée par de Gelfgat [29-32] a considéré le méme
probleme cité précédemment et dont nous résumons, ci-dessous, leurs principales

études :

11
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Erenburg et al. [29], ont étudié numériquement la multiplicité, la stabilité et les
bifurcations de la convection naturelle a faible nombre de Prandtl dans une cavité
rectangulaire bidimensionnelle avec des parois verticales chauffées partiellement et
symétriquement. L’étude est réalisée pour un fluide a faible nombre de Prandtl (Pr =
0.021). Le probléme représente un modele simple d’une configuration dans laquelle la
hauteur de 1’élément chauffant est inférieure a la hauteur totale de la cavité (Figure
(1.5)). Les différentes simulations numériques sont effectuées par la méthode spectrale
globale de Galerkin. Les bifurcations de Hopf et la rupture de la symétrie de
I’écoulement sont étudiées pour un rapport d’aspect de la cavité (hauteur/longueur)
variant de 1 a 6. Ils ont constaté que, lorsque le nombre de Grashof augmente,

I’écoulement subit une série de bifurcations.

Les diagrammes de stabilité et de bifurcation, les schémas des écoulements stables
et oscillatoires et les schémas des perturbations les plus significatives sont rapportés. Des
branches d’état stables séparées se trouvent a certaines valeurs des parameétres gouvernants.
[Is ont montré que les phénomenes observés se produisent également a des nombres de
Prandtl plus grands, ce qui est illustré pour Pr = 10. Des instabilités tridimensionnelles
similaires se produisant dans un cylindre avec un échauffement partiel de la paroi latérale

sont également discutées.
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Figure 1.5 : Géométrie de la cavité rectangulaire
Erenburg et al. [29].

12
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Gelfgat et Bar-Yoseph [30] présentent un article de synthése qui porte
principalement sur la multiplicité et I'instabilité des écoulements confinés, dans différentes
configurations géométriques, d’un fluide newtonien incompressible (Figure (1.6)). La
méthode spectrale globale de Galerkin a été utilisée pour 1’approximation spatiale des
champs de vitesse et de température. Des exemples de plusieurs états d’écoulements avec
leurs diagrammes de stabilité sont donnés. Ces auteurs ont montré clairement que malgré la
simplicité de la géométrie du domaine et I'nypothese selon laquelle I'écoulement reste
laminaire, des schémas d'écoulement multiples et compliqués se révélent dans tous les cas
considérés. La multiplicité de ces états d'écoulement est généralement liée a la concurrence
des différents mécanismes d'entrainement de 1'écoulement ainsi qu’aux conditions aux
limites. Ils ont aussi montré qu’au-dela de la valeur critique d’un paramétre
adimensionnelle caractéristique de 1’écoulement (inférieure au seuil d’un état stochastique

ou turbulent) de multiples états d’écoulement asymptotiquement stables peuvent étre mis

en évidence.
oA ;
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Convection naturelle dans une cavité Convection de type Rayleigh-Bénard en 3D.

rectangulaire.
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Convection naturelle dans une cavité 2D
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Ecoulement confiné dans un cylindre en rotation
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et soumis a un champ magnétique.
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Ecoulement de Dean dans un anneau.
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Convection naturelle dans un cylindre. Ecoulement de Taylor-Couette.

Figure 1.6 : Schémas des différentes configurations géométriques considérees
Gelfgat et Bar-Yoseph [30].

Gelfgat [31-32] examine ’effet du maillage ainsi que la méthode de résolution des
systemes d’équations discrétisées par la méthode de volumes finis concernant la stabilité et
I’instabilité des écoulements convectifs bidimensionnels [31] et tridimensionnels [32].
Dans ces deux cas, il a été démontré que les résultats acceptables, relatifs a la stabilité des
écoulements pour les problémes considérés, ne peuvent étre obtenus que sur un maillage
ayant plus de 100 nceuds dans la direction la plus courte. En plus cet auteur a constaté que
lorsque des maillages tres fins sont utilisés les méthodes directes de résolution des
systemes des équations discrétisées sont plus efficaces que les méthodes itératives. Certes
la convergence des solutions est plus lente dans le cas des méthodes directes mais elle est
compensée par le probleme de divergence des solutions dans le cas des méthodes

itératives.

Il nous semble utile de signaler que le fruit de ces travaux cités précédemment a
débouché sur la publication, trés récente (2019), d’un livre rédigé par Gelfgat [33] qui
traite de I’état de I’art et des derniers développements de pointe dans les techniques
numeriques pour la modélisation des instabilités des fluides et des structures de bifurcation
qui leurs sont associées. Cet ouvrage fournit également une revue complete des problémes

complexes récemment résolus dans ce domaine.
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Le phénomene de la convection de type Rayleigh-Bénard tridimensionnelle, (voir
Figure (1.7) par exemple), en régime laminaire et turbulent a été considéré par I’équipe de
Pallares et al. [34-39]. Ces auteur sont présenté une description detaillée de la topologie de
I’écoulement. La multiplicité des solutions et des différentes structures de 1’écoulement
sont mise en évidence en fonction du nombre de Rayleigh.
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Figure 1.7 : Modéle physique de la cavité et systéme de coordonnées
Pallares et al. [37].

La littérature scientifique montre que cette méme configuration continue, jusqu’a
présent, a faire I'objet d'un large éventail d'études théoriques, expérimentales et numériques
tres intensives, comme en témoigne le nombre d'excellents articles de synthese rapportés
par : Bairi et al. [40], Kadhim Hussein et al. [41], Oztop et al. [42], Soman et al. [43], et
Arun et al. [44].

Une classe des écoulements hydro-thermiques dans des cavités munies d’obstacles
de différentes formes et situés en leurs centres mérite d’étre signaler car ces écoulements
peuvent présenter les mémes caractéristiques que ceux cités précédemment. La majorité de
ces études ont été réalisées par 1’équipe d’ Angeli [45-50]. Les schémas de la configuration
géométrique adoptee dans tous ces travaux est donnee par les figures (1.8) et (1.9). Les
principaux résultats sont matérialisés sous forme de lignes de courant et d’isothermes et les
différentes bifurcations des écoulements sont déterminées en fonction du nombre de

Rayleigh et du rapport d’aspect de la cavité.
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Figure 1.8 : Geométrie de la cavité (maillage)
Angeli et al. [45].

T=Tw
P4 u=0 Ps
H| zp1
q
T=T“|'
: u=0
T=Tw D u=0
u=0 . T=Ts
T=Tw
u=0 -

Figure 1.9 : Géométrie de la cavité

Angeli et Pagano [48].

Il convient également de signaler un article de synthése publié trés récemment
(2020) par Abdulkadhim et al. [51], qui résume les publications récentes des dix dernieres
annees sur ce sujet spécifique pour un corps situé dans des formes complexes comme les
enceintes rhombiques, ondulées, trapézoidales, elliptiques et parallélépipédiques. De
nombreux paramétres tels que les nombres de Rayleigh, de Nusselt et d'ondulations ainsi
que la position du corps interne ont été abordés et discutés afin de tirer les principales

conclusions et recommandations.
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Enfin, pour étre le plus complet possible, il nous semble utile de signaler aussi que
la convection naturelle dans des enceintes non rectangulaires, remplies de différents
fluides, a également fait I'objet d'efforts de recherche intensifs car ces géométries ont une
influence considérable sur le transfert de chaleur, lié directement a la consommation de
I'énergie. Trés récemment (2018), une synthése des études basées sur des approches
expérimentales, analytiques et numériques et concernant une grande variété de géométries
soumises a différentes conditions aux limites a été rapportée et analysée par Rahimi et al.
[52]. Les différentes comportements des écoulements en régime de convection naturelle,
notamment laminaire, stationnaire et transitoire, turbulente, présentant des bifurcations ou

non, ont été mis en évidence.

2.2.2 Cas de la convection naturelle stable

Dans le paragraphe précedent nous avons considéré des cavités chauffées par le bas
et dont les cotés latéraux sont adiabatiques (condition de Neumann). Nous allons voir, a
présent, la méme configuration géometrique mais cette fois ci les cotes latéraux sont
soumis a une température constante (condition de Dirichlet). L’intérét accordé a cette
configuration géométrique est di au faite que les écoulements induits ne présentent ni

instabilités ni bifurcations.

Il semble que Torrance et al. [53], ainsi que Torrance et Rockett [54] furent,
parmi les premiers qui ont réalisé respectivement, une étude expérimentale et une étude
numérique de la convection naturelle en régime permanent induite dans des enceintes par
une petite source de chaleur située au centre de la paroi inférieure. Des expériences ont été
menées pour visualiser les schémas d'écoulement de convection naturelle dans les
enceintes. Les résultats ont été présentés sous forme de photographies des différents types
d'écoulement en régime permanent pour une série de conditions expérimentales en fonction
de la variation du nombre de Grashof. Les résultats obtenus numériquement s’avérent en
excellent accord avec ceux obtenus expérimentalement. Cette méme configuration a été
revisitée expérimentalement et numériquement, une dizaine d’années plus tard, par le
méme auteur, Torrance [55] mais cette fois-ci les parois latérales de 1’enceinte sont
soumises a une température qui augmente linéairement avec la hauteur et les résultats

incluent en plus la variation du nombre de Prandtl.
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Aydin et Yang [56] ont étudié numériquement la convection naturelle d’un
¢coulement d’air dans une enceinte carrée. Les parois latérales de la cavité sont soumises a
une temperature froide. Une source de chaleur est placée au milieu de la paroi inférieure.
Toutes les autres parois de la cavité sont considérées adiabatiques (Figure (1.10)). Les
simulations sont obtenues pour des valeurs du nombre de Rayleigh variant de 10 & 10%t
de la longueur sans dimension ¢ = I/L de la partie chauffée égale a 1/5, 2/5, 3/5 et 4/5. Les
résultats locaux sont présentés sous forme de contours de lignes de courant, d’isotherme set
de la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude. Les champs d’écoulement
et de température sont symétriques a I’intérieure de 1’enceinte dues a la symétrie des
conditions aux limites dans la direction verticale. Pour des petites valeurs du nombre de
Rayleigh (Ra), le transfert de chaleur est dominé par la conduction a travers la couche de
fluide, alors que pour des valeurs elevées du nombre de Rayleigh le transfert de chaleur est
principalement di a la convection. Comme attendu, 1’accroissement de la longueur sans
dimension € augmente le transfert de chaleur, particuliérement pour des valeurs €levées du
nombre de Rayleigh.
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Figure 1.10 : Schéma de I’enceinte carrée.

Aydin et Yang [56].

Depuis la partition de cet article en 2000 un nombre impressionnant de publications
a été consacré a cette méme configuration géométrique, avec tout de méme, de légeéres
differences dans les conditions aux limites. Nous nous attachons, dans ce qui suit a

mentionner les principales d’entre elles.
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Du point de vue expérimentale Calcagni et al. [57] ont considéré la méme
configuration géométrique et représentée par la figure (1.11). La cavité utilisée pour les
tests consiste en une enceinte carrée de dimensions HxHxL, avec H = 0.05 m et L =
0.405m ; L est beaucoup plus grand que H pour laisser le mouvement se développer dans
la direction L, parallelement au faisceau laser. Les parois verticales latérales sont en
aluminium et un bain thermostatique permettait la circulation du fluide de refroidissement
a travers une chemise meétallique fixée a la surface arriére. Les surfaces supérieure et
inférieure de I'enceinte sont en plexiglas et, a I'exception de la partie chauffée, sont
considérées comme adiabatiques, tandis que les parois verticales d'extrémité sont en verre
qui garantit I'accés optique a la cavité. La source de chaleur, située au centre de la paroi
inférieure, est en laiton et est maintenue a une température Ty, par un fluide circulant a
travers elle. Les dimensions de la source de chaleur étudiées sont de 1/5, 2/5, 3/5 et 4/5 de
la longueur L. Les tempeératures du fluide sont mesurées par des thermocouples en cuivre ;
trois d'entre eux sont situés & 1 mm sous la surface du laiton de la source de chaleur, et
cing autres sont a l'intérieur de I'aluminium de chaque paroi verticale ; la différence entre
les trois températures mesurées sur la source de chaleur est d'environ 0.1K, de sorte qu'il
est possible de considerer que la source de chaleur est isotherme. Différents écoulements
ont été obtenus en fonction du nombre de Rayleigh (Ra) et de la longueur de la source
chaude. Les inters férogrammes montrent un faible mouvement convectif pour
Ra<1.63x10* et il augmente un nombre de Rayleigh (Ra) situé au environ de 10° et qui
représente la valeur du début de la convection. Le nombre de Nusselt a été évalué sur la
surface de la source de chaleur et a montré une forme symétrique présentant des pics aux

deux bouts de la source de chaleur.

£= ].H

l

x I H
Figure 1.11 : Schéma de la cavité, (1) : parois a la température froide, (2) : parois en plexi

glace, (3) : Source chaude.
Calcagni et al. [57].
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Cette méme configuration géométrique (voir figure (1.12)) a été revisitée par les
mémes auteurs Calcagni et al. [58] a la différence que cette fois ci que les résultats
experimentaux sont confirmés par une étude numérique basée sur la méthode des volumes

finis implémentée dans le code commercial Fluent (version 6.0).

cooling wall (T:)

ooling wall (T, )

heat source (T;)
Figure 1.12 : Schéma de la cavité et position des thermocouples
Calcagni et al. [58].

Cette méme configuration géométrique (voir figure (1.13)) a été revisitée une
troisieme fois par Corvaro et Paroncini [59]. Dans ce cas la distribution de la température
de l'air et les nombres de Nusselt a différents nombres de Rayleigh sur la bande chauffée
ont été mesurés par interférométrie holographique, alors que le champ de vitesse aux
mémes nombres de Rayleigh ont été déterminés par une vélocimétrie par image de
particules en 2D (P.L.V.) Les résultats obtenus ont été comparés a ceux obtenus

numériquement en utilisant le logiciel Fluent (version 6.2.16).
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Figure 1.13 : Modéle expérimental et localisation des thermocouples

Corvaro et Paroncini [59].

Les mémes auteurs Corvaro et Paroncini [60] ont considéré la méme
configuration, mentionnée précédemment, avec cette fois ci une source de chaleur
représentée par un block chauffé comme le montre la figure (1.14) et dont la position sur la
paroi inférieure constitue un parameétre d’étude. L'analyse PIV a évalué les structures
d'écoulement liées a I'écoulement convectif et ont permis d'identifier les champs de vitesse,
les fonctions de courant et les distributions des vecteurs de vitesse, tandis que, grace a
I'interférométrie holographique, les nombres moyens et locaux du nombre de Nusselt ont
été déterminés. L'analyse des résultats montre que la position de la source de chaleur
influence a la fois les nombres de Nusselt moyens sur les surfaces chaudes et le

développement de vortex de petites tailles sur la surface supérieure.

Ja

b 4

Alluminium
E Plexiglas

Figure 1.14 : Schéma de la cavité

Corvaro et Paroncini [60].
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Du point de vue numérique Zouiri et al. [61] ont étudié la convection naturelle
laminaire au sein d'une cavité carrée. Les parois verticales sont maintenues a une
température constante alors que les parois horizontales sont isolées thermiquement, a
I’exception d’une fraction occupant 20% a 80% de la surface inférieure de 1’enceinte et
centrée par rapport a celle-ci, qui est maintenue a une température constante et uniforme,
supérieure a celle des parois latérales (voir figure (1.15)). La résolution des équations
régissant I'écoulement et le transfert thermique est approchée par la méthode des volumes
finis et I'algorithme SIMPLER est adopté pour traiter le couplage vitesse-pression. L'étude
se focalise sur I'influence occasionnée par les variations du nombre de Rayleigh et de la
longueur de la fraction chauffée, sur la structure de I'écoulement et du transfert thermique
au sein de la cavité remplie entiérement d’un fluide newtonien incompressible. Comme la
configuration géomeétrique et que les conditions aux limites sont les mémes que celles

considérees par Aydin et Yang [56], les résultats obtenus sont strictement similaires.
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Figure 1.15 : Schématisation du probleme physique et conditions aux limites.
Zouiriet al. [61].

Mamun Molla et al. [62] ainsi que Noor-A-Alam Siddiki [63] ont considéré

strictement le méme probléme que celui étudié par Aydin et Yang [56] (voir figure (1.16)).

La seule différence est que la cavité est saturée par un milieu poreux.
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Figure 1.16 : Schéma de la cavité
(@) Mamun Molla et al. [62] et (b) Noor-A-Alam Siddiki [63].

Naffouti et Djebali [64] ont revisité ce méme probleme (voir figure (1.17)) mais cette
fois-ci la méthode "Lattice Boltzmann" est utilisée pour résoudre les équations sans
dimension avec les conditions aux limites qui leurs sont associées. Dans ce cas particulier,
les simulations numériques sont effectuees pour étudier les effets du nombre de Grashof
allant de 10* & 10° de la longueur de la source chaude ¢ de 0.1 & 0.4 et de sa position Xc
allant de 0.15 a 0.45, sur les comportements de I'écoulement et du transfert de chaleur dans

cette cavité.

YA
E—:.' l. -
AL SIS SIS S
u=v=<clicy=0
Lo =
) L
:I.;; J:L 8|
1 I
, |y ) X
07777 =57 777 B

X,

Figure 1.17 : Schéma de la cavité.
Naffouti et Djebali [64].
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Saha et al. [65], ont étudié numériquement la convection naturelle dans une
enceinte rectangulaire bidimensionnelle de dimension WxH, les deux parois verticales de
la cavité sont maintenues a une température basse constante, T.. Une source de chaleur, de
longueur L, est située au milieu de la paroi inférieure. Toutes les autres parois sont
considérées adiabatiques (Figure (1.18)). La formulation vitesse-pression des équations de
Navier-Stokes et de 1’énergie est utilisée pour modéliser la conservation de masse, de
quantité de mouvement et de 1’énergie du milieu fluide dans 1’enceinte. Les résultats sont
présentés sous forme des contours de courant et d’isothermes, ainsi que la variation du
nombre de Nusselt a la surface de la source de chaleur dans différentes conditions. Le
nombre de Grashof varie de 10° & 10°, alors que le nombre de Prandtl est maintenu constant
égale a 0.71 (air). Cette étude a considéré I'effet de divers rapports d'aspect (A=H/W),
variant de 0.5 a 1, et des angles d'inclinaison de I'enceinte variant de 0° a 30° sur les

caractéristiques hydrodynamique et thermique de 1’écoulement dans 1’enceinte considérée.

Ty

Figure 1.18 : Schéma de la cavité rectangulaire inclinée
Saha et al. [65].

Nguyen et al. [66] ont considéré le méme probleme, dont il est question, a la
difference pres que la cavité est remplie d’un nano fluide et que la partie chauffée est
soumise a un flux de chaleur constant (voir figure (1.19)). Une large gamme du nombre de
Rayleigh (10%< Ra < 10"), de la fraction de volume solide des nanoparticules (0 < ¢ < 0.2),
de longueurs (0.2L < B < 0.8L), et de I’emplacement de sources de chaleur (0.2L < D <
0.5L) ont eté considerés. Les effets de ces différents paramétres sur les champs de
I’écoulement et de température ainsi que les caractéristiques de transfert de chaleur ont été
étudiés en considérant divers nano fluides a base d'eau en incluant les nanoparticules de
Cu, Ag, Al;O3 et du TiO,.
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Figure 1.19 : Schéma de la cavité.

Nguyen et al. [66].

Une variante du probleme précede, présenté par la figure (1.20), est rapportée par
Bouhelal et al. [67]. Dans ce cas-ci la paroi supérieure est soumise a une temperature

froide et la source chaude est localisée soit au milieu soit & gauche de la paroi inférieure.

I'e Te
MNanofluid MNanofluid
. gl e = gl .
A dr dr A dT
dy dy dy
g (Flux constant) q (Flux constant)
(@) (b)

Figure 1.20 : Description géométrique du probleme, (a) source localisée au milieu,
(b) source circonscrite a gauche.
Bouhelal et al [67].

26



CHAPITRE | GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Notons, enfin que Kasaeian et al. [68] a travers leur article de synthése (publié en
2017), viennent résumer les travaux les plus récents concernant les écoulements en régime

de convection naturelle au sein de différentes formes de cavités remplis de nano fluides.

Le comportement de fluides non newtonien se produisant dans la méme
configuration geométrique (cf. figure (1.21)) a été étudié par Raisi [69]. L’étude rapporte
les effets de paramétres pertinents tels que le nombre de Rayleigh, 1’indice de la loi de
puissance de la viscosité du fluide, la longueur de la source de chaleur et son emplacement

sur la performance thermique de la cavité.
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Figure 1.21 : Modéle physique et conditions aux limites dans la cavité carrée.
Raisi [69].

Jusqu’a présent seules les cavités partiellement chauffées par le bas ont été
abordées. Des cavités entierement chauffées par le bas ont également fait 1’objet de

quelques travaux comme par exemple :

Corcione [70] qui a étudié numériquement la convection naturelle laminaire dans
des enceintes rectangulaires 2-D remplies d'air, chauffées par le bas et refroidies par le
haut, pour une grande variété de conditions limites thermiques au niveau des parois
latérales. Les équations régissant le transfert de masse, de quantiteé de mouvement et
d'énergie ont été discrétisées en utilisant la méthode des volumes finis basée sur
l'algorithme SIMPLER. Des simulations numériques sont effectuées pour plusieurs valeurs
du rapport d’aspect (largeur/hauteur) de l'enceinte dans la gamme comprise entre 0.66 et 8,

et du nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de la cavité dans la gamme comprise entre
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10° et 10°, dont l'influence sur les modéles d'écoulement, les distributions de température et
les taux de transfert de chaleur sont analysés et discutés. Des comparaisons entre les
differentes configurations thermiques considérees sont rapportees. Les résultats de taux de

transfert de chaleur obtenus sont exprimés par des équations de corrélation.

Basak et al. [71] qui ont examiné une étude numérique, basée sur la méthode des
¢léments finis de Galerkin, relative a I’écoulement de la convection naturelle laminaire
stationnaire dans une cavité carrée dont la paroi inférieure est soumise a une température
uniforme et non uniforme, tandis que la paroi supérieure est considérée adiabatique, alors
que les parois verticales sont maintenues a une température constante froide (Figure
(1.22)). La procedure numérique a été étendue pour une large gamme des nombres de
Rayleigh (Ra) compris entre 10%t 10°et des nombres de Prandtl compris entre 0.7 et 10.
Les résultats obtenus montrent qu’un échauffement non uniforme de la paroi inférieure
produit des taux de transfert de chaleur plus élevés au centre de la paroi inférieure que le
cas d’un échauffement uniforme pour tous les nombres de Rayleigh. Cependant, les valeurs
de nombre de Nusselt moyen indiquent des taux de transfert de chaleur globalement plus
bas pour le cas d’un échauffement non uniforme. Des nombres de Rayleigh critiques ont
été obtenus pour des cas de transfert de chaleur dominés par la conduction et ceux dominés
par la convection. Des corrélations de loi de puissance entre le nombre de Nusselt moyen

et le nombre de Rayleigh sont présentées.
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Figure 1.22 : Schéma de la cavité carrée
Basak et al. [71].
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Basak et Chamkha [72] qui ont reconsidéré la méme configuration géométrique

(voir figure (1.23)) sauf que cette fois ci la cavité est remplie de nano fluides.
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Figure 1.23 : Schéma de la cavité carrée
Basak et Chamkha. [72].

Aswatha et al. [73] qui ont étudié numériquement la convection naturelle dans une
cavité carrée a I’aide d’une procédure de calcul basée sur les volumes finis. La cavité
utilisée pour I’analyse d’écoulement et du transfert de chaleur a été délimitée par une paroi
supérieure adiabatique, des parois verticales froides a une tempeérature constante Tc, tandis
que la paroi inférieure horizontale qui soumise a des conditions aux limites convectives a
des températures uniformes/sinusoidales/linéairement variables (cf. Figure (1.24)). Les
résultats sont présentés sous forme de contours de courant, d’isothermes et de profils des
nombres de Nusselt moyen pour des nombres de Rayleigh compris entre 10° et 10" et les
rapports d’aspect (H/L) de 1 & 3. Il ressort de cette étude que la température uniforme au
niveau de la paroi inférieure donne un nombre de Nusselt plus €levé par rapport aux cas de
température sinusoidale ou linéaire. Le nombre de Nusselt moyen augmente de facon

monotone avec le nombre de Rayleigh pour les rapports d’aspect considérés.
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Figure 1.24 : Géométrie de la cavité
Aswatha et al. [73].

Actuellement (2016-2020) les écoulements en régime de convection laminaire et
qui ne présentent aucune bifurcation dans des cavités dont la forme est singuliéres

commencent a intéresser certains chercheurs. Nous citons, par exemple, celle de :

Gibanov et Sheremet [74] qui ont étudié numériquement la convection naturelle
laminaire a l'intérieur d'une cavité cubique munie d’une source de chaleur locale de section
triangulaire comme le montre la figure (1.25). Le modéle mathématique formulé en
variables sans dimension telles que "fonctions de potentiel vectoriel - vecteur de vorticité"
a éte résolu par la méthode des différences finies avec des schémas de discrétisation du
second ordre. Les champs de température tridimensionnels, les lignes de courant 2D et les
isothermes pour une large gamme du nombre de Rayleigh variant de 10* & 10° ont été
présentés en mettant en évidence les variations de I'écoulement des fluides et du transfert

de chaleur.
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Figure 1.25 : Géométrie de la cavité
Gibanov et Sheremet [74].
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La fusion par convection naturelle dans des enceintes en 2D et 3D avec un
chauffage local est étudiée numériquement par Bondareva et Sheremet [75]. La cavité
comprend des parois froides verticales, des parois horizontales adiabatiques et une source
de chaleur située sur la paroi adiabatique inférieure. La cavité est remplie d'un matériau a
changement de phase (PCM) a I'état solide au début du processus (figure (1.26)). Pendant
le chauffage de la source de chaleur, le PCM fond. La technique numérique utilisée est la
méme que celle citée dans I’article précédemment. Il a été constaté que le processus de
fusion est plus intensif en 3D et que le taux de transfert de chaleur au niveau de la source

de chaleur est plus élevé pour la cavité 2D que pour la cavité 3D.
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Figure 1.26 : Géométrie des cavités 2D et 3D

Bondareva et Sheremet [75].

Loenko et al. [76] qui ont investigué la convection thermo gravitationnelle, d'un
fluide non newtonien décrit par un indice en loi de puissance de la viscosité du fluide tel
que le d'Ostwald-de Waele, dans une cavité carrée fermée avec une source locale de
production de chaleur volumétrique interne comme le montre la figure (1.27). Les effets du
nombre de Rayleigh, de I'indice de la loi de puissance de la viscosité du fluide et du
rapport de conductivité thermique sur le transfert de chaleur et de la structure de

I’écoulement sont examinés.
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Figure 1.27 : Géométrie du domaine physique
Loenko et al. [76].

Aich [77] qui a étudié numériquement I'ecoulement des fluides en régime de
convection naturelle dans un capteur solaire triangulaire tridimensionnel chauffé par sa
paroi inférieure ondulée, refroidi sur ses parois inclinées alors que les parois verticales sont
supposees étre thermiquement isolées, comme le montre la figure (1.28). Les résultats sont
rapportés en termes de trajectoires des particules, d'iso-surfaces de la température, de
I'amplitude de la vitesse et du nombre de Nusselt moyen. Il a été constaté que la structure
des écoulements est sensible a la valeur de Rayleigh et que le transfert de chaleur est

amélioré grace a l'augmentation de ce paramétre.
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Figure 1.28 : Géométrie de la cavité triangulaire 3D.
Aich [77].
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Krishne Gowda et al. [78] qui ont considéré une enceinte trapézoidale avec une
paroi inferieure chauffée discretement, une paroi supérieure adiabatique et des parois
inclinées soumises a une tempeérature froide et constante. Le code commercial basé sur le
volume fini "ANSYS-FLUENT" est utilisé pour la résolution du modele mathématique.
Les simulations numériques couvrent divers nombres de Rayleigh allant de 10° & 10°, une
longueur non dimensionnelle de la source chaude allant de 0.2 a 0.8 et un nombre de
Prandtl de 0.7. Les résultats sont donnés sous la forme de la fonction de courant, du profil
des températures et du nombre de Nusselt. Ils montrent que le nombre de Nusselt moyen
augmente de facon monotone avec l'augmentation du nombre de Rayleigh et de la longueur
de la source de chaleur. La variation des nombres de Nusselt locaux et moyens est plus
significative pour une plus grande longueur de chauffage que pour une plus petite. Les
correlations de transfert de chaleur utiles pour les probléemes pratiques de conception ont

été prédites.

Enfin Bouras et al. [79] qui ont considéré une cavité semi-elliptique dont la paroi
horizontale est chauffée a une température constante et la paroi semi elliptique est a
température froide comme le montre la figure (1.29). Ici aussi le code commercial basé sur
le volume fini "ANSYS-FLUENT" est utilisé pour la résolution du modéle mathématique.
L’effet du nombre de Rayleigh sur les champs de vitesse et de température ainsi que sur le
nombre de Nusselt ont été considérés. Les résultats montrent que pour de faibles nombres
de Rayleigh le transfert a l'intérieur de l'anneau est essentiellement controlé par le
processus de conduction. Quand le nombre de Rayleigh augmente (Ra > 10%), le réle de la

convection devient prédominant et le taux de transfert de chaleur augmente également.

Cold wall TC

]
e = l s, _Hot wall T, ™
Figure 1.29 : Présentation schématique du modéle physique
Bouras et al. [79].
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2.3 Convection mixte

Bien que le cas de la convection mixte soit fréquent dans des configurations
industrielles (refroidissement de composants €lectroniques par exemple), il a recu jusqu’a

présent moins d’intérét que celui de convection naturelle.

2.3.1 Convection mixte avec bifurcation

Le transfert de chaleur par la convection mixte dans une cavité carrée
bidimensionnelle est étudié numériqguement par Ovando Chacon (G.E.) et Ovando
Chacén (S.L.) [80]. Les coins de cette cavité sont maintenus a une température chaude T,
tandis que la partie centrale des parois verticales sont soumises a une température froide
fixée T.. Ces derniéres se déplacent, vers le haut, avec une vitesse constante V,,. Par contre,
dans la partie centrale des parois horizontales sont adiabatique comme le montre la Figure
(2.30). Les résultats sont obtenus pour une gamme de nombres de Richardson de 0.1< Ri <
10 avec un nombre de Prandtl de 0.7. Les champs hydrodynamique et thermique, les
profils de vitesse et les champs de I’énergie cinétique sont obtenus. Pour la gamme des
nombres de Richardson étudiés, ils ont observé la formation de vortex développée par la
convection forcée due au mouvement de cisaillement des parois verticales et par les forces
de flottabilité dues au gradient de température pres des coins de la cavité. Pour Ri = 0.1, la
symétrie axiale persiste car la formation de vortex est dominée par le mouvement des
limites mobiles générant un vortex prés de chaque paroi verticale. Lorsque le nombre de
Richardson augmente, la symétrie axiale disparait car la formation de vortex est dominée
par le gradient de température générant un vortex pres de chaque coin ou se trouve la

région chaude.
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Figure 1.30 : Géométrie de la cavité carrée considérée et les conditions aux limites
Ovando Chacon (G.E.) et Ovando Chacon (S.L.) [80].

Dahdi et al. [81], ont considéré 1’étude numérique de la convection mixte
bidimensionnelle dans une cavité carrée remplie dair. Les forces de cisaillement et de
flottabilité ont été générées par un déplacement, vers le haut des parois latérales et par un
chauffage partiel de la paroi inférieure de la cavité, comme le montre la figure (1.31).
L'importance relative de la convection naturelle et forcée a été contrdlée par le nombre de
Richardson (Ri), qui varie de 0.1 a 30. De multiples modes de solution convective, avec
des schémas d'écoulement différents, ont été mis a jour. La dépendance de la solution par
rapport aux conditions initiales a été établie. La transition entre les différents modes
convectifs a éte illustree par la variation du nombre de Nusselt par rapport au nombre de

Richardson. L'existence d'un phénomene d'hystérésis a également été démontrée.
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Figure 1.31 : Modéle physique.
Dahdi et al. [81].
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Biswas et Manna [82] présentent le phénomeéne de convection mixte dans une
enceinte remplie d'air et chauffé par le bas. Le mouvement ascendant et descendant des
parois latérales et l'alternation du refroidissement entre les parois latérales et la paroi
supérieure sont examinés. Tous les cas sont étudiés afin d'identifier la combinaison
appropriée de mouvement des parois et de conditions thermiques pour une meilleure
efficacité thermique en tenant compte des différents régimes de convection (Figure (1.32)).
Les résultats révélent, entre autre, que dans les cas 3 et 4 I’écoulement est parfaitement
symétrique par rapport a 1’axe vertical passant par le centre de la cavité alors que dans les

cas 1 et 2 I’écoulement n’est plus symétrique par rapport & ce méme axe.
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Figure 1.32 : Schéma du domaine de calcul avec les différentes conditions aux limites de
vitesse et de température

Biswas et Manna [82].

Plus récemment (2019) Eutamene et al. [83] ont considéré une étude numérique
des caractéristiques du transfert de chaleur par convection mixte laminaire transitoire dans
une cavité carrée (2D) et cubique (3D) (voir figure (1.33)). Les parois latérales sont
maintenues a une température froide constante et se déplacent vers le haut avec une vitesse
constante. Une source de chaleur est située au centre de la paroi inférieure de la cavité et
maintenue a une température élevee constante. Toutes les parties restantes de la cavité sont
considérées comme adiabatiques. Le nombre de Richardson varie de 0.1 a 10 et la
compétition entre les forces de convection naturelle et forcée peut amener 1’écoulement a
adopter, dans certaines conditions, des comportements complexes tels que la perte de
symétrie, les bifurcations, etc. Les résultats obtenus ont montré que les valeurs critiques du

nombre de Richardson qui caractérisent la transition de la convection forcée (deux cellules
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symétriques) a la convection mixte (deux cellules asymétriques) se produisent a Ri = 2.51
et Ri = 4.7 pour les cas 3D et 2D, respectivement. Ensuite, la deuxieme transition de la
convection mixte a la convection naturelle (quatre cellules symétriques) se produit a Ri =
6.29 et Ri = 7 pour les mémes cas 3D et 2D.

adiabatic
-

- .

— o Adiabatic #
3 e V4
r, #
v -
1 Adiabatic
_ Fs
1c Tc Ve
L &l
! L| ¥
Te - Te
p > Ih __// J
. o | d L/
i .
- I /
(a) (b)

Figure 1.33 : Schéma de la cavité (a) cas 2D et (b) cas 3D.

Eutamene et al. [83].

2.3.2 Convection mixte sans bifurcation

Aydin et Yang [84], ont étudié numériquement le méme probléme (convection
purement naturelle) déja signalé dans la référence [56], (voir figure (1.34)). La seule
différence dans ce cas est que les parois latérales se déplacent vers le bas avec une vitesse
déterminée (convection mixte). Dans ces deux cas I’écoulement ne présente aucune perte

de symétrie ni de bifurcations.
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Figure 1.34 : Schéma du systéeme physique
(a) Aydin et Yang [56] et (b) Aydin et Yang [84].

Guo et Sharif [85], ont reconsidéré le phénomene de la convection mixte dans la
méme configuration géométrique cité précedemment en imposant un flux de chaleur
constant au lieu d’une température constante sur la partie chauffée située au milieu de la
paroi inférieure comme le montre la figure (1.35). Les simulations numériques sont
effectuées pour une gamme de nombres de Richardson allant de 0.1 a 10. L’influence du
nombre de Richardson, de la longueur de la source de chaleur, de I’emplacement de la
source de chaleur et du rapport d’aspect de la cavité sur la température maximale et le

nombre de Nusselt a la surface de la source de chaleur est étudiée.

adiabatic /

N

i T T, H

N adiabatic

N d;
L \
T ' \ 11
No- constant
heat

flux "

W

Figure 1.35 : Configuration du modéle physique
Guo et Sharif [85].
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La nature complexe des phénoménes de convection mixte en régime turbulent dans
une cavité carrée en trois dimensions a été rapportee par Ali Khaleel Kareem Al-Khafaji
[86] dans sa these de doctorat soutenue en 2018. Le but de cette thése consiste en
I'amélioration des performances du transfert de chaleur grace a l'utilisation de différents
types de fluides, de configurations de domaines, de conditions limites ou de combinaisons
de ceux-ci. Les configurations géometriques, qui concernent directement notre sujet, sont
les mémes que celles décrites précédemment avec pour seule différence la prise en compte
de la troisieme dimension et la turbulence. La discrétisation des différentes équations
régissant le phénoméne est basée sur la méthode des volumes finis et les modeles de
turbulences utilisés sont ceux "URANS" (Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes) et
la "LES" (Large Eddy Simulation). Le nombre de Reynolds prend les valeurs suivantes :
5000, 10 000, 15 000 et 30 000.Les résultats obtenus concernent les champs dynamique,
thermique ainsi que les caractéristiques de la turbulence. Dans le cadre de cette these,
divers articles [87-89] ont été publiés mettant en valeur I’importance du travail. Les

configurations géométriques considérées sont données par la figure (1.36).

(a) Kareem et Gao [87] (b) Kareem et al. [88]
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Vo

(c) Kareem et Gao [89]

Figure 1.36 : Configuration du modéle physique étudiée
Ali Khaleel Kareem Al-Khafaji [86].

Enfin pour compléter cette revue de la littérature nous invitons les lecteurs
intéressés a se référer aux articles de syntheses publiés trés récemment (2019-2020) et qui
résument les principaux travaux portant sur la convection naturelle et mixte dans
differentes configurations géométriques remplies de fluides newtoniens (Mustafa et al.
[90]), non newtoniens (Yang et Du [91]) et de nano fluides (lzadi et al. [92]).

Le présent travail est basé sur le méme probleme que celui de Guo et Sharif [85],
cependant nous avons inversé le sens de déplacement des parois latérales pour créer une
compétition entre ces deux forces (les forces provoquées par la convection mixte de la
partie chauffée et le déplacement des parois verticales de la cavite). Il a été observé une
perte de symétrie et un changement radical dans 1’écoulement a I’intérieur de la cavité. A
notre connaissance, ce schéma d’écoulement dans cette configuration géométrique n’a
jamais eté rapporté dans la littérature. Elle a pour objet de déterminer I’influence relative
des deux modes de force (force de flottabilité et de cisaillement) sur le transfert de chaleur

induit lorsque le fluide est en mouvement.
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3. CONCLUSION

D’aprés cette revue bibliographique toutes les études citées ci-dessus, relatives a la
convection naturelle, montrent que si les parois latérales de la cavité sont adiabatiques, les
instabilités, la perte de symétrie et les phénoménes de bifurcation dépendent
principalement des nombres de Rayleigh, du rapport d'aspect et des angles de 1’enceinte.
Au contraire, lorsque ces parois sont isothermes, I'écoulement du fluide ne présente aucune
instabilité, perte de symétrie ou bifurcations. Dans le cas de la convection mixte lorsqu'une
différence de température est imposée, I'effet du flux di a la flottabilité et au déplacement
de la paroi rend I'analyse encore plus complexe. L'interaction de I'écoulement cisaillé d0 au
mouvement de la paroi et de I'écoulement de la convection naturelle di a I'effet de
flottabilité est jusqu'a présent un domaine de recherche fondamental et nécessite une
analyse compléte pour comprendre la physique de I'écoulement et du transfert thermique
résultant. Aydin et Yang [84] et Guo et Sharif [85] ont examiné les études numériques de
la convection laminaire mixte dans une cavité 2D avec une paroi supérieure adiabatique et
des parois verticales froides se déplacant vers le bas a une vitesse constante. Une source de
chaleur est placée au centre de la paroi inférieure. Guo et Sharif [85] ont imposé un flux
thermique constant alors qu’ Aydin et Yang [84] considéraient une paroi a température fixe
et la partie restante de cette paroi est supposée étre adiabatique. Les effets de la longueur
de la source de chaleur et du nombre de Richardson ont été étudiés. Dans ces deux cas, les
effets de la convection forcée et naturelle étant coopérants, ni instabilités ni rupture de

symétrie ou bifurcation n'ont été observées.

La présente étude differe de celle des deux auteurs cités précédemment en ce sens
qu'ici la direction du déplacement des parois latérales est inversee créant ainsi une
compétition entre la convection forcée et la convection naturelle de Rayleigh-Bénard. Par
conséquent, il est intéressant d'établir le modele d'écoulement et de prédire les différentes
valeurs critiqgues du nombre de Richardson pour l'apparition de perte de symétrie et de

bifurcations, si celles-ci sont effectivement présentes dans I'écoulement du fluide.
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FORMULATION MATHEMATIQUE

1. INTRODUCTION

Les équations fondamentales régissant le transfert ou transport d’une entité
arbitraire dérivent du principe général de conservation. Ce principe stipule que la variation
dans le temps de cette entité, dans un volume de contrble élémentaire quelconque, est
équivalente aux flux nets convectifs et diffusifs entrant et sortant par la surface délimitant
ce volume de contrdle plus les taux nets de sa création et/ ou de sa destruction dans ce
méme volume. Cette entité peut représenter la masse, la quantité de mouvement, 1’énergie
etc. Dans ce chapitre nous allons rappeler, dans un premier temps, les différentes équations
mathématiques permettant la résolution du probléme considéré. Nous présenterons par la
suite la description du probleme considéré dans cette étude ainsi que le systeme
d’équations sans dimensions établi en utilisant la formulation « fonction de courant (y) —
vorticité (w) » pour la détermination des champs dynamique et thermique de cet

écoulement dans la configuration géométrique choisie.

2. MODELE MATHEMATIQUE

L’¢coulement d’un fluide en régime de convection (naturelle ou forcée) reste
gouverne parles equations classiques de Navier-Stockes, (i.e) ; la conservation de la masse
totale et le théoréeme des quantités de mouvement, associées a I’équation de transfert de la
chaleur. La différence essentielle, dans la modélisation d’un probléeme de la convection
naturelle ou mixte, concerne I’apparition d’une nouvelle force volumique causée par des
gradients de températures qui créent une des différences de la masse volumique (densité)
au sein du fluide, au repos ou en écoulement, dont il faut tenir compte dans la conservation
de la quantité de mouvement. Par conséquence il faut procéder a une adaptation des

équations classiques citées plus haut afin d’introduire cette nouvelle force volumique.

2.1 Equations de base

Les trois principes physiques fondamentaux de la conservation de la masse, de

quantité de mouvement et d'énergie sont largement utilisés comme modéles mathématiques
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pour décrire les phénomenes physiques des écoulements des fluides. Les équations

génerales sous leurs formes vectorielles sont donc :

2.1.1 Conservation de la masse

Cette loi stipule qu’au cours de son déplacement la masse d’un fluide reste
constante. Ce qui se traduit par :

L+ PV =0 (2.1)

2.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

Cette loi stipule que le taux de variation de quantité de mouvement dans un volume
de contrdle est egal a la somme de toutes les forces extérieures qui lui sont appliquées. Ce

qui se traduit par :

1%

—tV V(pV) = pFy —Vp+ V7T (2.2)

2.1.3 Conservation de I’énergie

Cette loi stipule que 1’énergie totale d’un systéme isolé est invariant au cours du

temps ce qui se traduit par :

%D LT (pCpV T) = V.(k V) + BT (Z4+7Tp) +9  (23)

at
Dans ces équations :
V- est le vecteur de vitesse.
3 .
]

) r 7 . . — 0 >
: est "opérateur nabla défini comme suit : V= it P

<

p . est la masse volumique.
t : est le temps.

F, : est la force volumique.

p . est la pression.

V 7 : est le tenseur des contraintes visqueuses donné par 1’expression suivante :
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VT = u(VV + V(T V) (2.4)

u : est la viscosité dynamique du fluide.

k : est la conductivité thermique.

C, : est la chaleur specifique a pression constante.

av; avi\av; .. . . . .
- —’) — : est la dissipation visqueuse et représente la puissance des

forces de viscosité dans le fluide.
Les détails de la méthodologie sont rapportés dans des ouvrages de référence [93] et [94].

2.2 Hypotheses simplificatrice

Ces hypothéses ont été largement utilisées pour 1’étude des phénomenes de la
convection mixte dans des domaines tres variés. Elles ont été étudiées en détail par de
nombreux auteurs dans le but de simplifier la formulation mathématique des équations de
conservation couplées. Mais la principale d’entre elles qui concerne directement la
modélisation du phénomeéne de la convection a été attribuée a Boussinesq [95], mais elle a

été présentée au paravent par Oberbeck [96].
2.2.1 Hypothése d'Oberbeck-Boussinesq

Le mouvement du fluide en régime de convection naturelle est produit par le
changement de la masse volumique ayant pour cause une différence de température au sein
du fluide. La supposition de la masse volumique constante dans les équations Navier —
Stockes ne peut donc étre faite dans I'analyse des problémes de la convection qu’elle soit
naturelle, forcée ou mixte. Pour surmonter cet obstacle on fait appel a I’hypothese
d'Oberbeck — Boussinesq. L'approche de base dans cette approximation est de considérer la
masse volumique comme constante dans I'équation de continuité et le terme d'inertie de
I'équation de quantité de mouvement, mais elle change avec la température dans le terme
de pesanteur (force volumique F, figurant dans I’équation de la conservation de la quantité
de mouvement). En d’autres termes dans les cas les plus courants de convection, les

variations de masse volumique au sein du fluide sont faibles et les vitesses d’écoulement
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sont assez lentes. Il est alors possible de considérer le fluide incompressible. Les variations
de p sont négligées partout, excepté dans la force de gravité a 1’origine du phénoméne de
convection. Cette variation est donnée par son développement au premier ordre par rapport
a la température :

p(T) = pol1 — B(T — Tp)] (2.5)

Ou : py est la masse volumique de référence du fluide a la température T,. Le parametre 8

est le coefficient d’expansion thermique exprimé par :
—_1 %
B=—=Cy (26)

2.2.2 Les autres hypothéses

Les hypothéses complémentaires sont classiques et largement évoquées dans les
¢tudes relatives a 1’étude des écoulements en mécanique des fluides. Elles peuvent étre
énoncées comme sulit :

1- L’écoulement est bidimensionnel, laminaire, supposé newtonien et incompressible.

2- Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable.

3- Lachaleur générée par la dissipation visqueuse ¢ est négligeable.

4- Les effets de dilatation thermique sont négligés devant les autres thermes de
I’équation de 1’énergie.

5- Le travail, induit par les forces visqueuses et de pression, est négligeable.
3. DESCRIPTION DU PROBLEME CONSIDERE

Le probleme considéré est schématisé sur la figure (2.1). Il s’agit d’une cavité carrée
dont une partie du fond de longueur egale au quatre cinquieme de celle de la cavité L est
soumise a un flux de chaleur constant q”. Les parois latérales de cette cavité sont
maintenues a une température constante froide et se déplacent avec une vitesse fixée Vo
vers le haut. Toutes les autres parties de la cavité sont isolées thermiguement.
L’écoulement dans cette cavité est induit par la force de cisaillement résultant du

mouvement des parois latérales combinée a la force de flottabilité résultant de la source de
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chaleur. Un mécanisme illustrant le déplacement des parois latérales propre a cette

configuration géométrique se trouve dans l'article de Roy et al. [97].

adiabatiques

| e e e A sl sl sl e s e e e e e e e Pl e P |

= X
Flux de chaleur

L

Figure 2.1: Géométrie de la cavité carrée du probléme considéré.

4. EQUATIONS DU PROBLEME
4.1 Equations vectorielles dimensionnelles

Les équations de conservation couplées décrivant I’écoulement et le transfert de
chaleur sont les équations non linéaires de Navier-Stockes. En tenant compte des
hypotheses simplificatrices citées précédemment, ces équations (en présence de la

source de chaleur) se réduisenta :

4.1.1 Conservation de la masse
Vi=0 (2.7)

4.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

apV

—=+ VV(pV) = —Vp + udV — gB(T — Tf) (2.8)
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4.1.3 Conservation de I’énergie

S +VVT =aaT (2.9)

Dans ces équations, T est la température froide des parois latérales, o est la

diffusivité thermique et A est I’opérateur Laplacien.
4.2 Equations dans le repére cartésien

La projection de ces derniéres équations dans un repere cartésien bidimensionnel

donne respectivement :

4.2.1 Equation de continuité
u w

o =0 (2.10)

u et v sont les composantes du vecteur vitesse V dans les directions x et y

respectivement.
4.2.2 Equation de la quantité de mouvement

» Equation de quantité de mouvement suivant x

M
6t+u6x+v6y_p ™ +v 6x2+6y2 (2.11)

» Equation de quantité de mouvement suivant y

v L I S0 (0P a% _
rus b= +v(ax2+6y2)+gﬁ(T T,)  (212)

4.2.3 Equation de I’énergie

aT aT aT A%T 9T
—tu—+v—= —+ —
+ + (ax2 6y2)

ot ox dy (2.13)
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5. CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES

Les conditions aux limites ont été precisees sur la figure décrivant le probleme étudié.
Nous allons détailler dans ce qui suit ces conditions initiales et aux limites, nécessaires a la

résolution compléte du probléme.

5.1 Conditions initiales

0<x<L et 0<y<L = T=Ty

5.2 Conditions aux limites

La température dimensionnelle froide de la paroi gauche et droite est constante et

egale a Tr. La partie chaude de la paroi inférieure, de longueur "1 " est soumise a un flux de

chaleur fixé. La condition d’adiabacité est adoptée pour toutes les autres parois (supérieure
et inférieure). Les vitesses des parois gauche et droite sont uniformes et constantes et sont

égales a Vo.
Ces différentes conditions peuvent étre résumeées par les expressions suivantes :

» Sur la paroi supérieure

Z—;:O;uzsz pour: 0<x<L e y=1L

» Aux niveaux des parois droite et gauche

T=T/; u=0 et v=+V, pour: {x=

0
t 0 <L
=1 € <y

» Au niveau de la partie source de chaleur sur la paroi inférieure

Z_§=_q7 et u=v=0 pour: 0.1L<x<09L et y=0

» Aux niveaux des parties adiabatiques de la paroi inférieure

o _ = . (0<x<01L _
ay—O et u=v=0 pour: {O.9L<x<L et y=0
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6. ADIMENSIONNALISATION DES EQUATIONS

Dans le systeme d’équations précédent figurent de nombreuses entités physiques qu’il
est possible de les regrouper en les normalisant par rapport a certaines caractéristiques
propres & chacun des problémes étudié. L’intérét principal de cette approche est d’obtenir

un systeme d’équations adimensionnalisées dont le but est de :

v' Faciliter la comparaison entre des écoulements similaires.
v’ Servir de guide pour les études expérimentales.
v' Gagner un temps appréciable lors de la résolution numérique de ces systéemes

d’équations.

Les caracteristiques de références adoptées dans cette étude ainsi que les variables

transformées sont données par les relations suivantes :

X u % -
x=S v ooyl p PR
L L L VO VO PVO
g I AT =" -

Ay avec: =4q -7

En introduisant les grandeurs sans dimensions dans les équations de conservation
de masse (2.10), de quantité mouvement [(2.11) et (2.12)] et d’énergie (2.13), on obtient

respectivement :

6.1 Equation de continuité

ou  oav
X + P 0 (2.14)

6.2 Equations de quantité de mouvement

6.2.1 Suivant ladirection X

Flij Gl U oP 1 (0%U 92U
UtV == Gt ) (2.15)
6.2.2 Suivant ladirectionY
v v av 1 [92v . 3%y
T U VT =T Qﬂ+wg+—w (2.16)
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6.3 Equation de I’énergie
26 20 20 1
UV = (

oto | ooy
0Xx?2 ay?

(2.17)

Les équations (2.14), (2.15), (2.16), et (2.17) forment le systéme d’équations qui
régit notre probleme. Nous remarquons qu’il existe des points communs importants entre
les différentes équations. Toutes ces équations se raménent a une seule équation générale
traduisant le transfert (transport) d’une entité physique quelconque @ qui peut étre

exprimée de la maniére suivante :

09 09 08 _ (azw 62®)
ot T Ut ey ThGeta) t__ % (2.18)
Terme temporel Terme convectif Terme dif fusif Terme source

Ou:
@ : est la variable dépendante arbitraire.
'y : est le coefficient de diffusion.

Sp . est le terme source.
Aprés identification avec le systeme d'équations précédent, nous pouvons établir le
tableau (2.1) dans lequel nous donnons pour chaque équation le coefficient de diffusion et

le terme source relatif a la variable indépendante @.

Tableau 2.1 : Identification des équations par rapport a I’équation générale de transport.

Equation ) Ty So
Continuité 1 0 0
Suivant X U i B 5_P
Quantité de Re 0xX
mouvement
Suivant Y 1% i _6_P+ie
Re dY Re?
Energie 0 1 0
Re.Pr
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Il est & noter que I’avantage de cette forme générale de 1’équation traduisant le transfert
(transport) d’une entite physique quelconque @ réside dans la facilit¢ de son

implémentation avec un langage de programmation dans le but de sa résolution numérique.
7. PARAMETRES DE CONTROLE DU POBLEME

L’adimensionnalisation des équations de conservation a permis d’obtenir les
nombres adimensionnels, qui caractérisent 1I’écoulement du fluide et le transfert de chaleur

a I’intérieur des cavités.
7.1 Nombre de Grashof

C’est un nombre sans dimension, utilis¢ en mécanique des fluides pour caractériser
la convection naturelle et mixte dans un fluide. Il correspond au rapport des forces de

gravite sur les forces visqueuses. Nous le définissons par :

g B.AT. I3

v2

Gr
Ou:
g : L’accélération de pesanteur.
B : Le coefficient d’expansion thermique.
AT : La différence de température.
L : La hauteur dimensionnelle de la cavité.

v : La viscosité cinématique.

7.2 Nombre de Reynolds

Le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des
fluides. Il caractérise un écoulement, en particulier la nature de son régime (laminaire,
transitoire, turbulent).

L
Re = VO.;
Ou:
Vo: La vitesse du déplacement des parois latérales de la cavité.
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7.3 Nombre de Prandtl

FORMULATION MATHEMATIQUE

C’est un nombre adimensionnel qui représente le rapport entre la diffusion de la

quantité de mouvement caractérisée par la viscosité cinématique (v) et la diffusion de la

chaleur caractérisée par la diffusivité thermique (). Nous le définissons de la maniére

suivante :

7.4 Nombre de Richardson

Pr

SRS

C’est un nombre sans dimension utilise notamment en thermodynamique. Il

représente le rapport entre I’énergie potentielle gravitationnelle d’une parcelle de fluide et

son énergie cinétique : (énergie potentielle/énergie cinétique).

Re?

G .
=~ ouencore Ri=

_ gPATL?

2

En résumé ces différents parameétres sont définis par le tableau (2.2) suivant :

Tableau 2.2 : Signification des différents nombres adimensionnels.

Nombre adimensionnel Définition Signification
Nombre de Reynolds Re =V L Compare les forces d’inertie et les
=V,.—
v forces visqueuses.
Nombre de Prandtl pr = v Compare la diffusion de la quantité de
a N
mouvement a celle de la chaleur.
Nombre de Grashof G g.B.AT. L3 Compare les forces de gravité et les
r =
v? forces visqueuses.
Nombre de Richardson _8.B.AT.L Compare I’énergie potentielle
- 3
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gravitationnelle d’une parcelle de

fluide devant son énergie cinétique.

8. FORMULATION FONCTION DE COURANT-VORTICITE

Dans le systéme d’équations présenté précédemment la pression n’est pas explicite
et figure sous la forme de son gradient. Elle ne posséde pas une équation explicite pour sa
détermination, aussi plusieurs méthodes sont utilisées pour remédier a ce probléme. Parmi
celles-ci figure la formulation : « fonction de courant — vorticité (¥ — Q) » qui permet
d’éliminer completement la pression des équations de conservation de la quantité de
mouvement. Tous les détails concernant le passage du systeme d’équations originales au
systeme d’équations exprimé en « fonction de courant — vorticit¢ (¥ — £2) » se trouvent

dans la référence [98].
Les équations adimensionnelles permettant la détermination de la vorticité, de
I’énergie et de la fonction du courant s’écrivent pour un écoulement bidimensionnel et

incompressible :

8.1 Equation de la vorticité 2

on an an 1 /920  94%0 .00
;+U§+V§—E(m+m)+Rla (2.19)
8.2 Equation de I’énergie
a0 a0 a6 1 /8%  9%0
UtV = an Gt ) (2.20)
8.3 Fonction du courant
%y 9ty
X2 + vz -] (2.21)

Les vitesses de I’écoulement ainsi que la vorticité sont définies par les relations

suivantes :

oY oY ov.  au
U_G_Y' V__a_x’ .Q—a—x—a—y (221)
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Les équations de la vorticité et de 1’énergie peuvent &tre miseS sous la forme
génerale de I’équation de transport précédente (2.18) :

a2 a2

0, 0%0

00 00 0 9%
ar+UaX+VaY_F®(

= aYz) + S, (2.18)

L’équation de la conservation de la vorticité ayant remplacé les deux équations de
la conservation de la quantité de mouvement, le coefficient de diffusion TI'y et le terme

source Sy sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau 2.3 : Coefficients de diffusion et du terme source de 1’équation de vorticité

adimensionnelle.

Equation 0) 'y So
Equation de la vorticité n 1 Ri a6
Re 0X

9. FORME ADIMENSIONNELLE DES CONDITIONS INITIALES ET AUX
LIMITES

La résolution du systéeme d’équations obtenu précédemment nécessite

I’incorporation des conditions initiales et aux limites pour chaque variable dépendante.

9.1 Conditions initiales

Dans un premier temps, le fluide est au repos et sa température adimensionnelle est
nulle dans toute la cavité. Les conditions de températures sont connues sur les parois.
Ces conditions initiales sous forme adimensionnelles sont données par 1’expression
suivante :
0<X<1 et 0<Y<1 = 60=0;¥%=0 e N=0
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9.2 Conditions aux limites

La temperature adimensionnelle de la paroi gauche et droite est constante et égale a
0. La partie chaude de la paroi inférieure est soumise a un flux de chaleur adimensionnel
constant. La condition d’adiabacité est adoptée pour les autres parois (supérieure et

inférieure). Les vitesses des parois gauche et droite sont uniformes et égale a 1.
Ces différentes conditions peuvent étre résumées par les expressions suivantes :

» Sur la paroi supérieure
26

5=0;U=V=O pour: 0<X<let VY=1

» Aux niveaux des parois droite et gauche

X=0

X=1Et 0<Y<1

6=0; U=0 e V=+1 pour: {

» Au niveau de la partie source de chaleur sur la paroi inférieure

2 _
v

~1 et U=V=0 pour: —“<X<—- et Y=0

» Aux niveaux des parties adiabatiques de la paroi inférieure

” 0<X<=—*
—=0 e U=V=0 pour: {i,, et Y=0
or T<X<1

La valeur de la fonction du courant ¥ est égale a O sur toutes les parois. La vorticité
sur les parois solides ou mobiles est évaluée par un développement de Taylor de premier

ordre de la fonction de courant ¥. L’expression mathématique de cette condition sera

développée dans le chapitre suivant.

La figure suivante résume toutes les conditions aux limites pour résoudre le

systeme d’équations considéré dans cette étude.
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3
— =0 et Us¥=D
v

3

V=t1

Figure 2.2 : Conditions aux limites adimensionnelles de probleme considéré.

10. CALCUL DU COEFFICIENT DE TRANSFERT DE CHALEUR (NOMBRE
DE NUSSELT)

C’est un nombre adimensionnel qui représente le rapport entre le flux thermique

échange par convection a celui échangé par conduction. Nous le définissons comme suit :

Nu(x) ===
Ou:

h : Le coefficient d'échange convectif.

L : La longueur (hauteur) dimensionnelle de la cavité.

k : La conductivité thermique.

Le transfert de chaleur a partir de la paroi chaude est exprimé par le nombre de

Nusselt moyen (Num) défini comme suit :

1+¢

Num == [\% Nu(X)dX (2.22)
2

Ou:
! . .
&= (Z) . est la longueur adimensionnelle de la source de chaleur et Nu(X) est le nombre

de Nusselt local défini par :
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Nu(X) = % !

- 6w (X)

(2.23)

Ow(X) : est la température adimensionnelle au niveau de la paroi chaude.

11. CONCLUSION

Le modéle mathématique du probléme considéré dans cette étude a été établi, les
conditions initiales et aux limites ont été précisées. Ce modele est constitué¢ d’équations
différentielles a dérivées partielles (E.D.P) non-linéaires. La solution analytique de tels
modéeles n’est possible que dans certains cas trés simplifiés. Le recours aux méthodes
numériques s’avére indispensable pour la résolution de ce modele. La méthode de
discretisation des équations basée sur les différences finies ainsi que la résolution des
systéemes d’équations algébriques obtenus aprés discrétisation seront exposées en détail

dans le chapitre suivant.
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MODELISATION NUMERIQUE

1. INTRODUCTION

Le systéme d’équations établit dans le chapitre précédent est composé d’équations
différentielles a dérivées partielles (E.D.P.) dont la résolution ne peut se faire que par des
méthodes numériques. Toutes ces méthodes numériques n’ont pas pour but la
détermination de la fonction temporelle et spatiale de la grandeur physique recherchée,
mais la variation de la valeur discréte de celle-ci dans des points bien choisis (nceuds) du
domaine considéré. La majorité des études concernant la résolution de tels systemes fait
appel a la méthode des différences finies, a celle des volumes finis ou bien a celle des
¢léments finis. D’excellents ouvrages sur ce sujet sont disponibles dans la littérature et
nous citons, par exemples ceux d’Ozisik [99] et Thomas [100] pour la méthode des
différences finies, ceux de Versteeg et malalasekera [101] et de Patankar [102] pour la
méthode des volumes finis et enfin ceux de Tinsley Oden et al. [103] et de Robert Cook

et al. [104] pour la méthode des éléments finis.

2. CHOIX DE LA METHODE DE DISCRETISATION

Parmi toutes les méthodes numériques utilisées pour la résolution des systemes
d’équations impliquant le transfert (transport) de la quantité de mouvement et de la
chaleur, nous avons opté pour la méthode des différences finies. Celle-ci consiste a
transformer le systéme d’équations différenticlles a dérivées partielles en un systeme
d’équations linéaires en se basant sur le développement de Taylor dont le but est de
déterminer la valeur d’une entité physique quelconque en un point (nceud) en fonctions des

valeurs de celle-ci en des points (nceuds) voisins (discrétisation).

3. MAILLAGE

Le maillage adopté a la configuration géométrique du probléme étudié est conforme
aux conditions sur les parois de la cavité et a la forme de celle-ci. Pour tenir compte des
forts gradients des variables prés des parois et de la partie chauffée de la cavité nous avons
choisi un maillage structuré non-uniforme suivant les deux directions. Un schéma de ce

maillage est montré dans la figure (3.1).
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Figure 3.1 : Schémas du maillage non-uniforme de la cavité.
4. DISCRETISATION DES DIFFERENTES DERIVEES

Pour la discrétisation des dérivées partielles des équations gouvernantes, nous

avons utilisé différents schémas d’ordre ¢élevé tel que :

v Le schéma Upwind du 3°™ ordre pour les termes convectifs.

v Le schéma centré du 4°™ ordre pour les termes diffusifs ainsi que pour les
dérivées partielles du premier ordre (terme source de I’équation de la
conservation de 1’énergie et les vitesses).

v La discrétisation du terme temporel utilise la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4 (RK4) [105].

Les différents schémas de discrétisation des différents termes figurant dans les
équations gouvernant le probleme étudié sont détaillés dans ce qui suit. Par souci de clarté
et de simplification, nous n’avons considéré que la discrétisation suivant X, la méme

démarche pourrait s’appliquer facilement suivant la direction Y.
P a
4.1 Discrétisation temporelle (a—f)

Les équations de Navier-Stokes sont paraboliques par rapport a la variable

« temps ». Nous adoptons donc pour la résolution numérique des équations déja citées, une
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approche ou a chaque pas de temps (41), 1’écoulement est calculé dans tout le domaine. En
géneral les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir des solutions plus précise
que la plus part des autres méthodes. La recherche d’une plus grande précision se fait au
détriment d’un temps de calcul plus important car la convergence de la solution est
tributaire d’un pas de temps (A7) trés petit, souvent de I’ordre de 10°. Ce qui demande des

ordinateurs de hautes performances.

L’équation générale de transport d’une entité physique quelconque ¢ peut s’écrire

sous la forme suivante :

% _ 9% 0% %9 09
ar Uax Vay+r‘l’(axz+ay2)+s¢’ (3.1)
Rhs(¢)

La méthode de RK4 utilise trois paliers intermédiaires pour calculer la valeur de la

variable ¢ au temps « n+1 » (<p|§fj’1)dans un nceud quelconque i, j ; & partir de la valeur de

la variable ¢ connue au temps « n » ((plﬁj) selon les étapes suivantes [96] :

1 At
oli; = ol + - Rhs(oli)) (3.2)
2 _ At 1
oli; = olij + = Rhs(oli)) (3.3)
oI} = ol}; + AT.Rhs(9lZ)) (3.4)
A
ot = oIty + = {Rhs(ol;) + 2. Rhs(ol};) + 2. Rhs(@l7;) + Rhs(ol}))} (3.5)

4.2 Discrétisation du Terme convectif (Uz—;’;)

A cause de leur non-linéarité les termes convectifs soulévent des difficultés quant a
leurs discrétisations surtout lorsqu’il existe des zones de recirculation au sein du fluide en
écoulement. Parmi tous les schémas de discrétisation proposés dans la littérature nous
avons choisi le schéma « Upwind » du troisieme ordre de Kawamura et al. [106]. Le terme
convectif est une combinaison de la dérivée premiere centrée et de la dérivée premiére
décentrée avant, quand la vitesse de 1’écoulement est négative ou de la dérivée premiere

décentrée arriére si la vitesse de 1’écoulement est positive. Nous allons, dans ce qui suit,
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déterminer la dérivée premiere telle qu’elle s’est imposée par le schéma précédemment

cité, dans le cas ou la vitesse est positive et dans le cas ou celle-ci est négative.

Pour U > 0 D’entité physique ¢ est convectée a partir de la gauche (amont).
L’équation (3.6) donne I’expression de la dérivée premicre de ce schéma et la figure (3.5)

montre les nceuds concernés pour sa discrétisation.

90|70 _ 1) 0 %0, (3.6)
X Upwind 3 0X | centrale 0X lgrriere
AX.: ‘ A X ‘ ‘
n | | —
i-2,j i-1,j ij i+1j

Figure 3.2 : Maillage décentré amont suivant X.

Pour U < 0 dans ce cas ’entité physique ¢ est convectée a partir de la droite (aval).
La dérivée premiére de ce schéma est donnée par 1’équation (3.7) et la figure (3.6) montre

les nceuds concernés pour sa discrétisation.

%

dp |U<O _ 1 2 dp
centrale 4

X lypwing 35 09X

3.7)

avant

AX:; ‘ AX ‘

i-1,j i,f itl,j it2,j

< > X

Figure 3.3 : Maillage décentré aval suivant X.

En se basant sur les figures précédentes et en considérant le développement en
séries de Taylor d’une variable dépendante ¢ en négligeant les termes d’ordre supérieur a

deux, nous pouvons écrire :

61



CHAPITRE Il MODELISATION NUMERIQUE

dp smxi2 %
.= — SMX; — — a
@i 2,j (pl,] P ij + 21 9x2 ij ( )
o —p. —Ax 2 _|_AX_i2—162_‘/’ (b)
(pl—l,] (pl,] i1 5, i 21 9x2 ij
dp AX-262<,0
(pl+1,j (pl,] + L 9x ij + 21 9x2 ij ( )
dp spxi262<p
(pl+2,j (pl,] + p lax L,j + 21 axz l,] ( )

Avec:
smx; = AX;_, + AX;_4
sx; = AX;_1 + AX;
spx; = AX; + AX; 4

A partir de ces développements en séries de Taylor nous allons détailler la

discrétisation des différentes dérivées premicres de 1’entité physique ¢.

9%

4.2.1 Ladifférence centrale (central difference) [ax

centrale

Nous multiplions 1’équation (c) par (AX?_;), nous obtenons :

2 252
2 Av2 2 g AXZ AXZ 92¢
AX{1Piv1; = DX 1001 + AX 1 AX; -~ . TR . (c1)

Et I’équation (b) par (—AX?), nous obtenons :

_ AXPxAX?, 0% (by)
21 oxzl; 1

dp
—AXP @iy = —DXP@y; + AX] X AX;_4 P ;

i,j

La sommation de I’équation (c;) et (b;) donne la différence centrale (central

difference) exprimée par :

¢

AX; n (AX;—AX;_1) AXi—q
aX

— L 0 =il 3.8
centrale sxAX;q Pi-1y AXiAXiy TY Sxi-AXi(pl+1'j (3.8)

62




CHAPITRE Il MODELISATION NUMERIQUE

4.2.2 Ladifférence arriere (backward difference) [a—"’ .
arriere

De facon analogue que la différence centrale, nous allons calculer la différence arriére,

nous faisons la multiplication de 1’équation (b) par (smxiz), nous obtenons :

a smx2xAX? | 92
¢ + i i-19°9 (bz)

2 _ 2 2
smx;@;_q; = smx;@;; —smx;{ X AX;_4 T y ” ol

Et I’équation (a) par (—AX?2 ;), nous obtenons :

2 0Op AXiZ_lxsmxi2 %
; - (a1)

2 — 2
_AXi—l(pi—Z,j — _AXi—l(pi,j + Smxl' X AXl—la l‘]' 2 9x 2 l‘j

La sommation de 1’équation (by) et (a;) donne la différence arriere (backward

difference) exprimée par :

d _ AX; 4 smx; (smx ;+AX;_1)
P P ~Ax o Pi-2j T Ay — Qi1 . Pij (3.9)
0X | grridre smx ; XAX;_o AX; 1 XAX;_» smx ; XAX;_q

4.2.3 Ladifférence avant (forward difference) [Z—;’(’|
avant

Nous multiplions 1’équation (c) par (spx?), nous obtenons :

spxizxAXi2 3¢

2 — o2 2 o
SPX{ Piv1,j = SPX{ @y j + spxi X AX; ox |y T Rz i (cy)
Et I’équation (d) par (—AX?), nous obtenons :
AXZ _ AXZ AXz dp AXiZXpriZ az(l) d
TRA Qitzj = TAAQ; — AL X SpX; - TR (d1)

Et enfin la sommation de 1’équation (c;) par (d;) donne la différence avant (forward

difference) exprimée par :
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% _ _GpxiAdXy) ooy s oo A

X lavant spxxAX; TU T AXXAX i 4q Piv1) spx i XAXi1q Piva, (3.10)
En substituant les équations (3.8) et (3.9) dans I’équation (3.6) nous obtenons :

[l e v ¢ _( 20X; smx; ) + (Z(AXi—AXi_l)

X lypwind ~ 3smxxAX;_p 72 \BsayxAXi_y | 3AX;_1XAX;; Pi-1j 30X XAX;_,

SINXIHFANXT— 13smxixXAXi— 19l )+ 2N X~ 13sxixAXipi+1,) (3.11)
La substitution de (3.8) et (3.10) dans 1’équation (3.7) donne :

09 |U<0  _ a2ax, o (Z(AXi—AXi_l) _(spxi+AXi)) N ( 20X, 4

X Upwind - 3.sx;XAX; 1 (pl_l'] 3AX;XAX ;4 3spx i XAX; L 3sx; XAX;

SPXISAXIXA X+ 1pi+1,)-AXIZspxixAXi+1pi+2,)
(3.12)

Maintenant que les différentes dérivées premieres sont déterminées nous allons

déduire la discrétisation du terme convectif.

Posant :
Uy + Uy
Uy (i,j) = ==~
Et:
Uy —uyl
Un(i) = ———+
co Uy
>Siu>0:{%@”_ 2 = Ui
U,(i,j)=0
. Up(i,j)zo
1 U<O0: . 2U;
Un(l,]) = T] = Ui,j
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Donc on peut écrire :

99 9 |U>0 9 |U<O
42 — o 1
u X Upwind U (l ]) | Upwind + U (l ]) 4 Upwind (3 3)

Le développement de cette dernicre relation permet d’exprimer la discrétisation du

terme convectif suivant la direction horizontale (X).

99
ax

ai(DUy @iz j + (b1i(DU, + byi(DU, ) ;1) + (c1i(DU, + i (DU, ) s ; +
(d1 iUy + dai(D Uy ) pi41,; + ei(D U, @12 (3.14)

|Upwind

i,j

Les valeurs des différents coefficients de I’entité physique ¢ figurent dans I’annexe B.

D’une maniére analogue la discrétisation du terme convectif suivant la direction

verticale (Y) sera exprimée par les égquations suivantes :

90 .~ 00[>0 ap|V<0
V—= =V,(,j)— — 3.15
oY Upwind p(l J) oy Upwind (l ]) oy Upwind ( )
ay ij
&NV, @ij-2 + (b1j(DV, + boj (D) @iy 1 + (clf(DY, + c2j DV )i + (dij(DV, +
d2)jVngij+1 +ejjVnpij+2 (3.16)

Les valeurs des différents coefficients de I’entité physique ¢ figurent dans I’annexe B.

2
4.3 Discrétisation du terme diffusif (5-2

Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante @ en

négligeant les termes d’ordre supérieur a quatre :

[il] smx-zaztp smx’ 63<p smxf*a‘*(p .
i = L — SMX: — + LT Il S o il S i
Pi-2j = Pij Lox 21 ox?ly; 31 ox3ly) 4t ox*tly; ()
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dp AXZ 3% A3 3¢ AXE te .
bi Lj (pl’] =1 gy ij 2! o9x? ij 3! 9x3 ij 4! ox* ij (‘I)
dp AX? 3%¢ AX-363<p AX»464(,0
o=@+ AX,—| =L bl S —4 = k
(pl+1'] (pl’] L ox ij 2! ox2 ij 3! ox3 ij 41 Jgx* ij ( )
_ + spx 6_(p| spxl-202<p spxi3 3¢ spr@“(p (|)
(pl+2'] _(pl’] p L ox ij 2! ox? ij 3! 9x3 ij 41 ox* ij

Pour arriver a I’expression donnant la discrétisation de la dérivée seconde, trois

étapes sont indispensables. L’étape de départ a pour but d’éliminer la dérivée
. e L, RN % . L .

quatrieme (ax—4), la seconde pour la dérivée troisieme (673) et la derniere pour la dérivée

) . , : : .
premiére (ﬁ). I1 en découle I’expression suivante pour la dérivée seconde.

a2 . . . .
ax—‘ﬁ o dyxmy (D)@ + doyxmy (D@1 + daxo(Dey; + dpxpr (D4, +
d2xplipi+2,) (3.17)

Les coefficients de la variable ¢ figurant dans cette expression sont tres compliqués

pour étre reproduits ici et nous avons détaillé leurs calculs dans I’annexe C.
P a0
4.4 Discrétisation du terme source (a_x)

Nous procédons de la méme maniére que précédemment pour discrétiser la déerivée

.\ S e e a?
premicre. Dans ce cas la derniére étape a pour but d’éliminer la dérivée seconde (aX—qZ). I

en découle I’expression suivante pour la dérivée premiére.

) . . . .
% y = dyxmy (D@ + dyxmy (D@1 + dixo(Dej + dixp (D@, +
d1xp2 (D@42, (3.18)

Dans ce cas aussi les coefficients de la variable ¢ figurent dans I’annexe D.
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4.5 Discrétisation des conditions aux limites

Les dérivées des conditions aux limites sont discrétisées avec un schéma décentré avant

ou arriere, selon la position de la paroi considérée.
45.1 Température
Dans le probléme que nous traitons, les températures aux parois latérales sont

imposées ; alors que les autres parois sont considérées adiabatiques. Cette condition

s’exprime par :

a0
%2 =0
Y lj =1,nyt
2 2
. s A
IIwentanrs:é’il=——2py1 202 —zyl 20i3
' Ayj—spyi 7 Ayf—spyi ”
2 2
_ SY 1yt Aynye -1
Qi,nyt - gi,nyt -1t gi,nyt -2

T A2 2 2 2
Aynyt —17SMY pyt Aynyt —17SMY iy

Avec: spy; = Ayy + Ay, et smynye = AYnye 2 + AYnyr 1

45.2 \orticité

L’une des principales difficultés dans 1’utilisation de la formulation fonction de
courant — vorticité (¢ — Q) apparait lors du traitement des conditions aux limites de la
vorticité, qui ne sont pas données explicitement sur les parois (solides ou mobiles).
Plusieurs conditions ont été proposees dans la littérature, dans notre cas nous allons

détailler la discrétisation de ces conditions aux niveaux des parois.

_w _aw

La vorticité est donnée par cette relation: 2 = e

» Paroi fixe inférieure
Au niveau de la paroi inférieure elle s’exprime par :
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Ol =% o -2
j=1= 6Xj=1 aY]'=1 - 6YZ]'=1
———

=0

Considérons le développement en série de Taylor pour ¥ en négligeant les termes
d’ordre supérieur a deux.

W, =W, +AY, al'U| +AY1262[1U
£z = il Yoavlo, © 2 av?

j=1
N——————
—0j=1

2
N1 = W(Wi,l —¥i2)

=0
Donc :

» Paroi fixe supérieure

D’une maniére similaire que la paroi inférieure, nous obtenons la relation suivante :

Iinyt = 2 (llui nyt — l‘ui nyt —1)
AYnyt -1

» Paroi mobile gauche

Dans ce cas le terme (g—;) n’est pas nul mais égal & (—V}), de telle fagon que pour

la paroi gauche (i = 1) le développement en série de Taylor pour ¥ est :

v S oY AX,? 9%y
2 = L Voxliey & 2 oax?|_
—_———— i=1

_—AX1VO

- —0li=1
Alors :

Nl = N ¥ — ¥, — AXiVp)

> Paroi mobile droite

D’une maniere analogue que la paroi gauche, nous obtenons pour la paroi droite
I’expression suivante :

2
'anxt,j = 2 (llunxt,j — Pt -1, + AX e —1V0)
Aanl,‘—l
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5. RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS

Les différentes dérivées partielles figurant dans les équations régissant notre
modéle mathématique ont été discrétisées. Une fois leurs expressions substituées dans ces
équations nous obtenons un systéme d’équations algébriques qui peut étre résolu

facilement par n’importe quelle méthode numérique.

Les champs de la température et de la vorticité sont déterminés par la méthode de
Runge-Kutta d’ordre quatre (RK4), déja décrite, alors que pour la détermination de la
fonction de courant ¥ nous avons opté pour la méthode itérative N.L.O.R. avec sur
relaxation (Non Linear Over Relaxation). Conformément a cette méthode la valeur de la
fonction de courant ¥ a I’itération (k+1) en fonction de la valeur de cette méme variable a

I’itération k, est donnée par la relation suivante :

Fy. .
k+1 _ wk i
Y, =¥ —K ) (3.19)
vy
] a’w 9%y .
Dans laquelle : Fy,, :ax_z-l'm-"ﬂid' et K représente le facteur de sur/sous

relaxation, sa valeur est comprise entre O et 2.

En substituant la discrétisation des dérivées secondes de la fonction Fy,, dans

I’équation (3.19), la fonction de courant & I’itération (k+1) est donnée par 1’équation

suivante :

Kl _ gk _ £
llul,] l‘Ul:J [d2x0(D)+d2y00)]

dpxmy (DWISY + [dyxo (D) + doyo (DI + dpypa (DW 10 + doypr (DP 11 +
dyy mll‘Uilfj-l-—ll + dyym, U)Wilfjtlz] (3.20)

[doxp, (DWfy; + doxpr DWW/ + dpxmy QW +

Tous les coefficients figurant dans cette formule sont donnés dans I’annexe C.

5.1 Champs de vitesses

Les composantes du champ de vitesse sont obtenues explicitement a partir de la

définition de la fonction de courant c'est-a-dire: U =2 et V= 9 . Une fois les

aYy X
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valeurs de la fonction de courant calculées les vitesses seront déduites par les relations

suivantes :

Upj = diyma(DW¥;j—2 + diymi(DW; j_1 + d1yo (D¥;j + diypr (NP1 +
diyp2 (W42 (3.21)

Vi,j = —[dlxmz(l:)lpi_zlj + dlxml(i)’z”i_l’j + dle(i)llui’j + dlxpl (i)lpi-l-l,j +
d1xp2i¥i+2) (3.22)

Tous les coefficients figurant dans ces deux formules sont donnés dans I’annexe D.
6. ALGORITHME DE CALCUL

La formulation (¥ — ) exige un traitement simultané des trois équations (fonction
du courant, vorticité et 1’énergie). Les principales étapes sont résumées par 1’algorithme
suivant :

1. Définition du domaine et lecture des données.
2. Génération du maillage.
3. Introduction des conditions initiales et aux limites.
4. Début de la boucle sur le temps.
+ Résolution de I’équation de 1’énergie et de la vorticité a I’aide de la
méthode de RK4.
+ Calcul du champ de la fonction de courant a partir de I’équation de Laplace
(3.17) par la méthode N.L.O.R.
+ Détermination du champ de vitesse (U, V)a partir de ces relations : (3.21) et
(3.22).
+ Détermination de la vorticité aux parois.
+ Incrémentation du temps (7+A7).
+ Répétition des calculs jusqu’a 1’obtention du régime établi.
Fin de la boucle sur le temps.

5. Impression des résultats.
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7. CRITERE DE CONVERGENCE

Pour optimiser le temps de calcul en fonction des moyens informatiques disponibles
nous avons fixé le critére de convergence pour la détermination de la fonction de courant
a:

Max[|wlH —wk|] <1075

8. CONCLUSION

Dans le cadre de ce chapitre nous avons présenté la discrétisation des différentes
dérivées des équations de base régissant la convection mixte dans notre cavité par la
méthode des différences finis. Les schémas de cette discrétisation ont été détaillés ; et nous
avons obtenu pour, chaque variable du probléme considéré, un systeme d’équations
algébriques qui a été résolu numériquement. A partir de I’algorithme déja établi nous avons
élaboré un code de calcul en langage Fortran qui a été utilisé pour effectuer toutes les
simulations nécessaires a la résolution numérique du probleme considéré dans cette étude
afin de satisfaire le but déja fixé. Les résultats de ces simulations numériques sont

présentés et discutés dans le chapitre suivant.

71






CHAPITRE IV RESULTATS ET DISCUSSION

RESULTATS ET DISCUSSION

1. INTRODUCTION

Les équations du modéle mathématique régissant la convection mixte dans la
géomeétrie considérée ainsi que la méthode de résolution ont été établies et présentées dans
les chapitres précédents. Dans ce chapitre nous présenterons les résultats de nombreuses
simulations relatives a ce probléme. Le choix du maillage sera d’abord déterminé, ensuite
suivra la validation du code de calcul et enfin nous présenterons et discuterons les résultats

obtenus.

2. CHOIX DU MAILLAGE

Le choix d’un maillage permettant un compromis raisonnable entre le temps de calcul
et la précision des résultats, nécessite des tests en considérant plusieurs grilles. Nous avons,
alors, consideéré des grilles de: 81x81, 101x101, 161x161 et 201x201. Les résultats
obtenus en termes de la fonction de courant maximale %hax; de la température maximale
Omax ; €t du nombre de Nusselt moyen Nu pour Ri = 0.1, Pr = 0.71 et Re = 100 sont
présentés en fonction des grilles du maillage dans le tableau (4.1). L’erreur relative entre
une grille de 101x101 par rapport a celle de 201x201 est de 0.4% pour Nu, elle est de

1.4% pour Onax ; cependant elle atteint 7% pour #nax.

Tableau 4.1 : Effet du maillage sur la fonction de courant et de la température
maximales ainsi que sur le nombre de Nusselt moyen. (Ri =0.1,
Pr=0.71 et Re = 100).

Grille Y rnax 0.0x Nu

81x81 7.8832x107 0.1758 5.65734
101x101 8.1470x10 0.1772 5.66724
161x161 8.5896x10 0.1790 5.68334
201x201 8.7527x10% 0.1797 5.68913
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Les figures (4.1), (4.2) et (4.3) montrent les profils de la température, de la vitesse
verticale "V " et de la fonction de courant a Y = 0.5 respectivement. Nous pouvons
constater que les profils correspondant a la grille de 101x101 sont proches de ceux
correspondant aux grilles de 161x161 et de 201x201 et par conséquence nous avons opté
pour une grille de 101x101 pour tous les calculs ultérieurs. Par ailleurs il faut préciser que

ce choix a aussi été motivé par le matériel informatique (P.C) disponible.

0.06
B — = B1x81
. 01x101
[ — = 161%161
004
]
At
v
=
—
00z
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Figure 4.2 : Convergence du profil de vitesse a Y = 0.5.
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Figure 4.3 : Convergence du profil de la fonction de couranta Y = 0.5.

3. VALIDATION DU CODE DE CALCUL

La validation de notre code numérique a été faite en considérant une étude similaire
rapportée par Aydin et Yang [84]. Ces auteurs considérent I’étude numérique de la
convection mixte dans une cavité carrée contenant de 1’air, dont la paroi supérieure est
adiabatique et les parois verticales qui se déplacent vers le bas avec une vitesse et une
température froide constantes. Une source de chaleur dont la longueur adimensionnelle est
¢ = I/L est placée au centre de la paroi inférieure. Toutes les autres parties de cette cavité

sont considerées adiabatiques.
Les figures (4.4) et (4.5) comparent, respectivement, les contours de la fonction de

courant et de la température pour Ri = 10 et ¢ = 4/5. D’une maniére qualitative nous

pouvons constater que ces contours sont similaires.
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(@) Présent travail (b) Résultat d’Aydin et Yang [84]

Figure 4.4 : Comparaison des contours de la fonction de courant pour Ri = 10 et & = 4/5.

(a) Présent travail (b) Résultat d’Aydin et Yang [84]

Figure 4.5 : Comparaison des isothermes pour Ri = 10 et ¢ = 4/5.

Par ailleurs, la figure (4.6) compare quantitativement le profil de la vitesse verticale
"V"aY =0.5quand ¢ = 1/5 et pour différents nombres du nombre de Richardson "Ri *.
Nous pouvons constater, que dans les deux cas, ces profils sont équivalents. Enfin la figure
(4.7) compare, pareillement, les valeurs du nombre de Nusselt moyen Nu en fonction du
nombre de Richardson (Ri = Gr/Re®). La aussi, nous constatons une excellente

concordance entre les deux cas.
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Figure 4.6 : Comparaison du profil de vitesse "V " le long du Y = 0.5 avec les résultats
d’Aydin et Yang [84] pour Ri =0.1, 1 et 10.
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Figure 4.7 : Comparaison du nombre de Nusselt moyen (Num) avec les résultats d’Aydin

et Yang [84] en fonction de Ri.
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4. RESULTATS

L’un des aspects le plus important de cette étude numérique consiste a détecter les
divers comportements de I'écoulement du fluide dans la cavité. A cet égard nous avons
choisi le nombre de Richardson Ri comme paramétre d’étude. Les simulations numériques
ont été effectuées pour une valeur de ce nombre comprise entre 0.1 et 50, ce qui
correspond & une valeur du nombre de Grashof comprise entre 10° et 5.10° (convection
mixte en régime laminaire). La cavité est remplie d'air dont le nombre de Prandtl est 0.71.
La longueur adimensionnelle de la partie chauffée de la paroi inférieure est maintenue a

4/5. Le nombre de Reynolds a été fixé a 102

Les résultats des nombreuses simulations nous ont permis de déceler trois
comportements, tout a fait différents, exposés sur la figure (4.8). Cette figure montre la
variation du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Richardson. Nous
pouvons remarquer que le nombre de Nusselt moyen calculé le long de la paroi chauffée
située sur la paroi inférieure de la cavité augmente continuellement avec l'augmentation du

nombre de Richardson.

Cependant, nous pouvons observer deux diminutions assez nettes de ce nombre
concrétisées par les points B et C. Le point B marque la transition d'un écoulement
caractérisé par deux cellules parfaitement symétriques a un écoulement caractérisé par
deux cellules asymétriques, et le point C indique le passage de 1’écoulement formé des
deux cellules asymétriques a un écoulement caractérisé par quatre cellules symétriques.
Une paire de cellules contrarotatives situées au milieu de la cavité et une autre paire de

cellules adjacentes aux parois latérales.

En outre, pour bien visualiser ces changements de 1’écoulement (bifurcation) les
contours de la fonction de courant (au-dessus de la courbe) et ceux des isothermes (en
dessous de la courbe) sont tracés sur la méme figure pour les nombres de Richardson
égaux a 10, 35 et 45.
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Figure 4.8 : Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de

Richardson.

Nous allons, dans ce qui suit détailler ces différents comportements de 1’écoulement en

fonction du nombre de Richardson.

4.1 Régime dominé par la convection forcée 0.1 < Ri < 15.6

Ce régime d’écoulement est caractéris€¢ par deux cellules contrarotatives et
symétriques par rapport a 1’axe vertical situé au milieu de la cavité. Le fait que
I’écoulement du fluide a I'intérieur de la cavité est généré seulement par les forces de
cisaillement dues aux parois latérales mobiles, nous permet de désigner ce régime

comme « régime domine par la convection forcée ».
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4.1.1 Champs thermiques

La figure (4.9) montre le contour des isothermes pour des nombre de Richardson
compris entre 0.1 et 15.6. Dans tous les cas les isothermes présentent une densité
importante au niveau de la partie chauffée et sont paralleles a celle-ci indiquant par la
méme un régime de transmission de la chaleur par conduction. Les forces visqueuses dues
au mouvement latéral des parois mobiles soutirent une partie de la chaleur produite par la
partie chauffée pour essayer de la transmettre, le long de ces parois verticales, vers le haut
de la cavité. Par conséquent la partie supérieure de la cavité reste a une température froide.
Par ailleurs nous remarquons visuellement que le champ de température n’est pas affecté
d’une maniére nette, par I’augmentation du nombre de Richardson. Nous pouvons conclure
que dans ce cas, la dominance des forces de cisaillement dues au glissement des parois
mobiles sont prépondérantes par rapport aux forces de flottabilité dues aux gradients de

température au niveau de la partie chauffée.
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Figure 4.9 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection forcée pour

différentes valeurs du nombre de Richardson.

Les profils de température a Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson
dans le cas du régime dominé par la convection forcée sont rapportés dans la figure (4.10).
Ces profils montrent d’une maniére claire que la chaleur est aspirée presque totalement par
les cotés verticaux. Les valeurs des températures restent faibles a ce niveau et le nombre de

Richardson n’a aucun effet significatif.
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Figure 4.10 : Profils de température a Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson dans

le cas du régime dominé par la convection forcee.

4.1.2 Nombre de Nusselt

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure
(4.11) pour différents nombres de Richardson. D’une maniére générale ce nombre décroit
brusquement pendant les tous premiers instants, ensuite il augmente régulierement pour se
stabiliser a une valeur fixe qui différe suivant le nombre de Richardson. Quand ce nombre
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augmente, le nombre de Nusselt augmente aussi traduisant ainsi une influence plus

marquée de 1’écoulement sur 1’échange de chaleur avec la paroi chauffée.
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Figure 4.11 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la

convection forcée (deux cellules symétrique) pour différents nombre des Richardson.

4.1.3 Champs dynamiques

Les contours de la fonction de courant, matérialisant le comportement de
I’écoulement a I’intérieur de la cavité, sont représentés pour les mémes valeurs de "Ri "
dans la figure (4.12). Dans tous les cas ces contours sont caractérisés par une paire de
cellules contrarotatives strictement symétriques par rapport a 1’axe médian vertical (X =
0.5). Les lignes « iso-courant » sont tres serrées le long des parois verticales justifiant ainsi
la propagation de la chaleur le long de ces parois comme le montrent les contours des

isothermes.
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Figure 4.12 : Champ dynamique dans le cas du régime dominé par la convection forcée.

4.1.4 Champ du vecteur de vitesse

Les champs du vecteur de vitesses sont représentés dans la figure (4.13). Pour ne
pas surcharger le contenu de la thése nous avons tracé ces champs pour les valeurs limites
du nombre de Richardson c'est-a-dire Ri = 0.1 et Ri = 15.6 et pour un nombre de
Richardson intermédiaire Ri = 10. Dans tous les cas nous constatons que le fluide remonte
vers le haut de la cavité grace aux parois mobiles, contourne la paroi supérieure et
redescend le long de I’axe médian de la cavité pour entamer le méme cycle. Ceci explique
I’allure générale des profils de température de la figure (4.9). Il est également noté une
légére intensification de I’écoulement au fur et a mesure que le nombre de Richardson
augmente. De plus, un examen méticuleux de ces figures montre que la hauteur du centre
des cellules contrarotatives diminue imperceptiblement avec 1’augmentation du nombre de
Richardson. En effet elle est supérieure a 0.6 pour Ri = 0.1 ; presque égale a 0.6 pour Ri =
0.6 et inférieure a 0.6 pour Ri = 15.6.
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Figure 4.13 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du régime dominé par la

convection forcée pour différents nombres de Richardson.

Par ailleurs les profils de la vitesse verticale "V " a 'Y = 0.5 pour différentes valeurs
du nombre de Richardson dans le cas du régime dominé par la convection forcée sont
rapportés dans la figure (4.14). Ces profils montrent que le nombre de Richardson n’a
aucun effet significatif. Nous remarquons, seulement une pénétration du fluide au niveau
de I’axe médian de la cavité qui augmente légerement avec 1’augmentation du nombre de

Richardson.
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Figure 4.14 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection

forcée pour différents nombres de Richardson.
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4.2 Régime dominé par la convection mixte 15.7 < Ri <41.4

Dans cette plage du nombre de Richardson I’écoulement reste toujours caractérisé par
deux cellules contrarotatives et toujours généré seulement par les forces de cisaillement
dues aux parois latérales mobiles mais, chose curieuse, 1’écoulement se distingue par une
perte totale de la symeétrie bien que les conditions aux limites soient strictement
symétriques. Il faut noter que cette perte de symétrie a été rapportée par plusieurs auteurs
déja signalés dans la partie « bibliographie » et certains I’ont qualifi¢ de « phénomene
surprenant » [106], cependant jusqu’a présent elle n’a jamais pu étre expliquée d’une

maniére scientifique et rigoureuse.

4.2.1 Champs thermiques

Ces champs sont représentés dans la figure (4.15) pour un nombre de Richardson
compris entre 15.7 et 41.4. Dans ce cas nous constatons que la majorité de la chaleur
produite par la partie chauffée est évacuée soit par la paroi gauche soit par la paroi droite
suivant la valeur du nombre de Richardson. Nous remarquons aussi une pénétration de la
chaleur dans la cavité de plus en plus importante quand le nombre de Richardson
augmente.

Nous pouvons déduire que, dans ce cas aussi, la dominance des forces de
cisaillement dues au glissement des parois mobiles restent prépondérantes par rapport aux

forces de flottabilité dues aux gradients de température au niveau de la partie chauffée.

Ri=15.7
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Figure 4.15 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection mixte

(deux cellules non-symeétriques) pour différentes valeurs du nombre de Richardson.
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Pour plus de détail concernant la distribution de température dans la cavité, nous
considérons quelques profils de la temperature le long du Y = 0.5 (figure (4.16)). Ces
contours reflétent ’allure générale du champ thermique. Le profil de température présente
un pic prés de la paroi latérale gauche ou droite, dont I'importance ne cesse de croitre avec

I’augmentation du nombre de Richardson.
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Figure 4.16 : Profils de température a Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson

dans le cas du régime dominé par la convection mixte (deux cellules non-symétriques).
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4.2.2 Nombre de Nusselt

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure
(4.17) pour différents nombres de Richardson. Quel que soit ce nombre cette évolution suit
un palier pendant un certain temps, ensuite nous remarquons ’apparition soudaine d’un pic
du nombre de Nusselt moyen mettant en évidence une perte de symétrie de 1’écoulement

(bifurcation). Aprés ce pic le nombre de Nusselt moyen se stabilise a une valeur fixe.

Nous constatons également, que le temps mis par 1’écoulement pour basculer d’un
systeme de deux cellules strictement symétriques a un systéme de deux cellules non
symétriques, est de plus en plus court au fur et & mesure que le nombre de Richardson
augmente. Par ailleurs nous notons, clairement que le nombre de Nusselt moyen croit avec

I’accroissement du nombre de Richardson.
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Figure 4.17 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la

convection mixte (deux cellules non-symétriques) pour différents nombres de Richardson.

Pour illustrer plus clairement 1’apparition de cette premiére bifurcation nous avons
jugé utile de tracer 1’évolution du nombre de Nusselt moyen, en réduisant 1’échelle de
celui-ci, pour les deux nombres de Richardson Ri = 15.6 et Ri = 15.7. La figure (4.18)

montre cette évolution et il est possible d’apporter quelques précisions. La premiere est que
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pour un nombre de Richardson égal a 15.6 le nombre de Nusselt moyen reste constant a
une valeur fixe égale a 6.136. 1l a suffi d’une augmentation du nombre de Richardson de
seulement un dixieme pour que le nombre de Nusselt moyen diminue brusquement de
6.144 2 6.118.

La seconde est que si le test standard de convergence communément appliqué pour
arréter les calculs, la solution aurait convergé a t = 15 alors que I’altération du nombre de
Nusselt moyen commence & se produire & T = 12.5x10° pour étre stabilisé a T = 22.5x10°,
Dans ce cas, le nombre d'itérations correspondant peut atteindre environ 225 millions avec
un pas de temps At égal a 10™; ce qui correspond & un temps de calcul compris entre 2 et 3
jours pour chaque simulation numérique lorsque que le nombre de Richardson est compris
entre 15 et 16, sur une "station de travail HP Z820" pour détecter cette premiere
bifurcation. C'est précisément la que réside, pour nous, la difficulté de trouver le nombre
de Richardson critique qui caractérise chaque type d’écoulement car il n’existe aucune
méthode directe pour déterminer le nombre de bifurcations et les valeurs critiques du
nombre de Richardson qui leurs correspondent. Une autre précision est que la recherche de
ces valeurs critiques se fait par « dichotomie » comme pour la résolution numérique des
équations non-linéaires. L ’approche consiste a prendre un intervalle plus ou moins large du
nombre de Richardson correspondant a deux comportements différents de 1’écoulement et

le réduire progressivement pour déterminer la valeur critique.
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Figure 4.18 : Evolution du nombre de Nusselt moyen pour Ri = 15.6 et Ri = 15.7.
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4.2.3 Champs dynamiques

Ces champs sont représenteés dans la figure (4.19). L’écoulement reste toujours
caractérisé par deux cellules contrarotatives (régime de convection mixte dominante), mais
dans ces cas I’'une des cellules possede une taille plus importante que ’autre et cet écart

s’accentue quand le nombre de Richardson augmente.

Ri =17

Ri =20 Ri =25
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Ri =30

Ri=38 Ri=414

Figure 4.19 : Champ dynamique dans le cas du deuxiéme type d’écoulement.

4.2.4 Champ du vecteur de vitesse

La figure (4.20) illustre la comparaison des champs du vecteur de vitesses. Dans ce
cas aussi, nous avons choisi de représenter ces champs pour les valeurs limites du nombre
de Richardson c'est-a-dire Ri = 15.7 et Ri = 41.4 et pour un nombre de Richardson
intermédiaire Ri = 30. Nous constatons que ces cellules sont toujours au nombre de deux
et générées par les forces visqueuses dues au mouvement latéral des parois mobiles. 1l faut
signaler également que I’'une des deux cellules est plus importante que 1’autre et que cette

disproportion s’accentue quand le nombre de Richardson augmente.
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Figure 4.20 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du deuxiéme type d’écoulement.

Par ailleurs les profils de la vitesse verticale "V " a 'Y = 0.5 pour différentes valeurs
du nombre de Richardson dans le cas du régime dominé par la convection forcée ou les
deux cellules sont asymétriques et sont rapportés dans la figure (4.21). Ces profils
montrent une nouvelle fois la perte de symétrie de I’écoulement dans la cavité bien que les
conditions aux limites soient symétriques par rapport a I’axe vertical passant par le milieu

de la cavité.
15

_1_| L T " L | L L T | I T |

0 0.z 0.4 0B 08 1
X

Figure 4.21 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection

mixte.
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4.3 Régime dominé par la convection naturelle Ri > 41.5

Ce régime d’écoulement est caractérisé par deux cellules principales contrarotatives
situées au milieu de la cavité et deux autres cellules secondaires adjacentes aux parois. Les
premicres sont générées par les poussées d’Archiméde (buoyancy forces) dues aux
gradients de la masse volumique alors que les secondes sont engendrées par les forces de
cisaillement dues a la viscosité du fluide. Il faut noter qu’a partir de cette valeur critique du
nombre de Richardson (Ri = 41.5) I’écoulement reste stable et présente une symétrie stricte

par rapport a ’axe verticale médian de la cavité.

4.3.1 Champs thermiques

Ces champs sont représentés dans la figure (4.22). Dans ce cas et quelle que soit la
valeur du nombre de Richardson, la totalité de la chaleur récupérée de la source chaude est
convectee sous forme de « panaches » [58], [107] vers le haut a travers I’axe médian de la
cavité. Ces résultats mettent en évidence des températures relativement élevées dans la

partie centrale de la cavité en comparaison avec celles pres des parois latérales.
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Figure 4.22 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection naturelle

pour différentes valeurs du nombre de Richardson.
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Les profils de température a Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson
dans le cas du régime dominé par la convection naturelle sont rapportés dans la figure
(4.23). Ces profils présentent un maximum juste sur I’axe médian avec un étalement

Iégérement plus important au fur et a mesure que le nombre de Richardson augmente.
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Figure 4.23 : Profils de température a Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson

dans le cas du régime dominé par la convection naturelle.
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4.3.2 Nombre de Nusselt

La figure (4.24) montre 1’évolution du nombre de Nusselt moyen pour différents
nombres de Richardson. Nous constatons que cette évolution présente des oscillations plus
ou moins importantes suivant la valeur du nombre de Richardson. Leurs amplitudes et
leurs fréquences augmentent avec |’augmentation de ce nombre. Ces oscillations
s’amortissent au bout d’un certain temps, qui est de plus en plus court quand le nombre de
Richardson croit, pour se stabiliser en suite a une valeur constante. C’est pour cela que
contrairement a la premiére bifurcation, cette seconde bifurcation est plus facile a cerner
puisque le temps mis pour chaque simulation est nettement moins important (de 1’ordre de

60 au lieu de 22.5x10°).
Par ailleurs I’augmentation du nombre de Richardson a pour but un apport de
chaleur plus conséquent dans la cavité ce qui se traduit par une intensification de

I’écoulement du fluide et un accroissement du nombre de Nusselt moyen.
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Figure 4.24 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la

convection naturelle pour différents nombres de Richardson.
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4.3.3 Champs dynamiques

Comme pour les cas préecédents nous avons trace les contours de la fonction de
courant caractérisant le comportement de I’écoulement dans la cavité pour les mémes
valeurs de Ri dans la figure (4.25). Cette structure de I'écoulement est trés intéressante du
point de vue compétition des forces mises en jeu. Lorsque le nombre de Richardson
dépasse la valeur limite de 41.5 les forces dues aux gradients de la masse volumique
(buoyancy forces) deviennent de plus en plus prédominante au fur et a mesure que le
nombre de Richardson augmente. Elles imposent alors la circulation du fluide dans la
cavité.

En effet nous constatons que la majeure partie du fluide s’¢léve le long de la partie
chauffée grace a ces forces, alors les forces dues la viscosité du fluide ne peuvent
convecter qu’une infime quantité du fluide a travers deux minces couches adjacentes aux
parois latérales. L’épaisseur de ces couches diminue quand le nombre de Richardson

augmente.

1

Ri=415
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0.4

X

Ri=49 Ri=50

Figure 4.25 : Champ dynamique dans le cas du régime dominé par la convection naturelle

pour différentes valeurs du nombre de Richardson.

4.3.4 Champ du vecteur de vitesse

Les champs du vecteur de vitesses sont représentés dans la figure (4.26) pour les
valeurs du nombre de Richardson de 41.5 ; 45 et 50. Ces champs montrent la circulation du
fluide dans la cavité telle qu’elle est mise en évidence par les fonctions de courant tracées
dans la figure précédente. L’intensification de I’écoulement dans ce cas est nettement plus

importante que dans les deux cas précédents et elle s’accentue quand le nombre de

Richardson augmente.
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Figure 4.26 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du régime dominé par la

convection naturelle pour différents nombres de Richardson.

Pour une visualisation quantitative nous avons tracé (figure 4.27) quelques profils
de la vitesse verticale "V " a Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson
dans le cas du régime dominé par la convection naturelle. Ces profils montrent que la
vitesse verticale "V" croit dans I’axe médian vertical et diminue prés des parois latérales
expliquant ainsi [’intensification de [’écoulement quand le nombre de Richardson

augmente.
15
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Figure 4.27 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection
naturelle pour différents nombres de Richardson.
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Figure 4.28 : Evolution du nombre de Nusselt moyen pour Ri = 41.4 et Ri = 41.5.

5. DETAILS DE L’EVOLUTION DES DIFFERENTS ECOULEMENTS

Les tableaux (4.2), (4.3) et (4.4) montrent les instantanés (snapshots) des contours de la
fonction de courant (haut) et de la température (bas) pour les trois types d’écoulements,
déja définis précédemment. Le tableau (4.2) montre que, pour un nombre de Richardson Ri
< 15.6, caractérisant le début de la premiére bifurcation, I’¢écoulement est constitué de deux
cellules symétriques et contrarotatives et cela quel que soit le temps de la simulation.
Cependant ces cellules ne cessent de s’intensifier au cours du temps permettant ainsi de
soutirer une trés faible quantité de chaleur a la source chaude qui se propage le long des
parois latérales mobiles. En ce qui concerne les nombres de Richardson dont les valeurs
respectives sont 41.4 et 41.5 caractérisant la seconde bifurcation, I’analyse des clichés,
indique qu’au tout début (tr < 2) I’écoulement est caractérisé par deux cellules contra
rotatives générées par le mouvement des parois de la cavité. Le transfert de la chaleur a

partir de la partie chauffée est strictement conductif.

Nous constatons, ensuite, 1’apparition de deux autres cellules secondaires justes au-
dessus de la partie chauffée qui se développent progressivement jusqu’a environ T = 6.
C’est a partir de cet instant que les deux écoulements se distinguent. Pour Ri égale & 41.4

ces deux derniéres cellules commencent a se rétracter, sous 1’effet des cellules principales
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créées par le mouvement des parois latérales pour disparaitre entierement a T = 10 laissant
place au développement de deux cellules symétriques. La chaleur est transférée d’une
maniére équitable par les parois latérales. Cette symétrie va disparaitre progressivement

aux environs de T = 25.

Par contre lorsque "Ri" est égale a 41.5 (soit une augmentation de seulement un
dixiéme de ce parameétre) les deux cellules engendrées par la partie chaude acquiérent une
énergie suffisante pour imposer un écoulement caractérisé par deux cellules contrarotatives
et symétriques au centre de la cavité. Au fur et a mesure que le temps passe ces deux
cellules tendent a confiner les deux autres cellules dues a la convection forcée vers les
parois latérales de la cavité. Dans ce cas toute la chaleur de la partie chauffée est transféree

symétriquement au centre de la cavité.

Tableau 4.2 : Instantanés de 1’écoulement pour Ri = 15.6.
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Tableau 4.3 : Instantanés de 1’écoulement pour Ri = 41.4.

7=8

7=0.2 =2
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6. CONCLUSION

Ce chapitre a été consacré a la présentation des résultats obtenus lors des simulations

numériques faites a 1’aide d’un programme établi en langage Fortran. Les champs

thermiques et dynamiques ont été déterminés et analysés.

Les résultats obtenus a I’aide de trés nombreuses simulations numériques peuvent étre

résumés par :

» Le tableau (4.5) qui montre I’existence de trois structures d’écoulement

totalement différentes en fonction de la valeur du nombre de Richardson qui

leurs correspondent.

Tableau 4.5 : Les différents types d’écoulement selon les différents intervalles du nombre

de Richardson.

Intervalle du nombre de Richardson

Caractérisation de la structure

d’écoulement

0.1<Ri<15.6

Convection forcée dominante

Deux cellules symétriques

157<Ri<414

Convection mixte dominante

Deux cellules non-symétriques

Ri>41.5

Convection naturelle dominante

Quatre cellules symétriques
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» Les tableaux précédents (4.2), (4.3) et (4.4) qui révélent, a 1’aide d’images de
I’écoulement prises a des temps choisis, le mécanisme de la formation des

différentes cellules de 1’écoulement a 1’intérieur de la cavité.

Par ailleurs ces résultats montrent clairement que les phénoménes impliquant des
forces opposees dans des configurations géomeétriques ou les conditions aux limites sont
strictement symétriques (comme c’est le cas ici), peuvent présenter des bifurcations. Dans
ces cas, imposer des conditions de symétrie a la géométrie du domaine physique constitue
une démarche inappropriée. Plusieurs auteurs, comme par exemple Pétrone et al. [108],
I’ont déja signalé ; malheureusement certains auteurs n’ont pas tenu compte [109] et

d’autres auteurs continuent de ne pas en tenir compte [110].
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail constitue une modeste contribution a la maitrise de la théorie générale et
des solutions numériques du phénoméne de transfert de la chaleur par convection mixte
dans des milieux confinés. La compréhension des caractéristiques de base du transport
d'énergie a partir d'une source de chaleur est importante du point de vue fondamental ainsi

que des diverses applications techniques et technologiques.

1. PROBLEME CONSIDERE

Le probleme considéré dans la présente étude a pour objet l'analyse de la
convection mixte laminaire dans une cavité carrée avec des parois latérales verticales
refroidies mobiles. Une source de chaleur a flux constant de longueur relative "I" est placée
au centre de la paroi inférieure tandis que tous les autres cétés horizontaux de la cavité sont

considérés comme adiabatiques.

2. BUT DU TRAVAIL

La résolution d’un écoulement en régime de convection mixte dans des espaces
confinés revient a caractériser la structure de 1’écoulement en déterminant les champs de
vitesses et de températures ainsi que le taux de transfert de chaleur et tenant compte du
nombre de Richardson qui mesure 1’importance de la convection naturelle par rapport a la
convection forcée. Par conséquent, il a été intéressant d'établir le modéle d'écoulement et
de prédire les différentes valeurs critiques du nombre de Richardson pour I'apparition de
perte de symétrie et de bifurcations présentes dans I'écoulement du fluide dans la

configuration géomeétrique etudiée.

3. INTERET DE L’ETUDE

L'intérét d'une telle étude est double : premierement et d’un point de vue théorique, ce
travail apportera des éléments, aux connaissances actuelles, permettant de progresser dans
la compréhension des phénoménes de bifurcation se produisant dans les écoulements

s’impliquant le transfert de la quantité de mouvement et de la chaleur.

Deuxiémement et d’un point de vue pratique, cette étude permettra également de
mettre a disposition, d’une fagon préliminaire, un outil de dimensionnement et de design

pour I’amélioration de la ventilation et du refroidissement de 1’appareillage industriel.
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4. METHODE DE RESOLUTION

Dans une premiére étape, nous avons établi le systéme d’équations gouvernant le
phénoméne pris en considération dans cette étude. Ce systeme a été transformé en utilisant
la formulation « fonction de courant — vorticité » (y—m) pour éliminer le gradient de
pression figurant dans les équations de conservation de la quantité de mouvement et
faciliter ainsi sa résolution. Dans une seconde étape nous avons utilisé la méthode
numerique basée sur les différences finies pour discrétiser les différents termes des
équations du modeéle mathématique en utilisant des schémas du quatrieme ordre. Dans une
troisieme étape nous avons développé un programme en langage Fortran pour la résolution
des différentes équations discrétisées. Ce code a été validé en comparant nos résultats avec

ceux rapportés dans la littérature.

5. PRINCIPAUX RESULTATS

De nombreuses simulations numériques ont été réalisées en considérant le nombre
de Richardson comme paramétre d’étude pour caractériser d’une maniére compléte la
structure de 1’écoulement en déterminant les champs de vitesses et de températures ainsi

que le taux de transfert de chaleur a la paroi chauffée.

Les résultats de ces différentes simulations numériques indiquent clairement
I'existence de deux bifurcations se produisant dans la géomeétrie considérée. La premiere
bifurcation se situe a un nombre de Richardson critique compris entre 15.6 et 15.7 et la
seconde bifurcation se situe entre les valeurs 41.4 et 41.5 de ce méme nombre. Dans la
premiére bifurcation, le mouvement du fluide résultant consiste en la transition d’un
écoulement composé de deux cellules contrarotatives strictement symétriques a un

écoulement caracterisé par deux cellules contrarotatives antisymétriques.

Dans la seconde bifurcation, le mouvement du fluide résultant consiste en la
transition de 1’écoulement caractérisé par deux cellules contrarotatives antisymétriques a
un écoulement caractérisé par quatre cellules contrarotatives également symétriques. Une
particularité de cette étude est liée a I'absence totale de connaissance a priori de I'existence
de bifurcations puisque les conditions aux limites adoptées ici sont parfaitement

symétriques.
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Ces bifurcations n'auraient pas été révélées, si nous avions considéré la moitié du
domaine, avec la condition de symeétrie sur l'axe vertical passant par le centre de la cavité
et si nous avions utilisé le test classique de convergence de la solution pour arréter les
calculs. Cela aurait conduit a des résultats erronés sur le comportement de I'écoulement du
fluide et l'incapacité de trouver les solutions non-symétriques. C'est pour ¢a que nous
pouvons affirmer que dans un écoulement ou la concurrence entre les forces de
cisaillement résultant du mouvement des parois latérales combinées aux forces de
flottabilité résultant de la source de chaleur peuvent étre a l'origine des phénomeénes de

bifurcation.
6. PERSPECTIVES ET RECOMMANDATIONS

Les résultats présentés dans cette thése constituent une modeste contribution a 1’étude
du phénoméne de la convection mixte dans des milieux confinés chauffés par le bas
(convection mixte du type Bénard). Nous recommandons quelques nouvelles orientations

qui pourraient faire 1’objet de recherches futures, dont celles-ci :

» Dr’autres études, impliquant les milieux poreux, les nano fluides et I’influence de

champs magnétiques peuvent s’inspirer de ce cas pour étre entreprises.

» Les nombres de Reynolds et de Prandtl, figurant dans les équations sans
dimensions gouvernant le phénoméne étudié, ainsi que le rapport d’aspect de la

cavité, peuvent constituer eux aussi d’excellents parameétres d’étude.
» La méme configuration géométrique étudiée en trois dimensions et comparée a
celle en deux dimensions apporterait surement de nouvelles informations sur la

structure de I’écoulement.

» La détermination de la valeur limite supérieure du nombre de Richardson pour

I’écoulement devient turbulent.
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ANNEXE A
A. COMMENT ON OBTIENT L’EQUATION DE LA VORTICITE
A.1 Equations de quantité de mouvement

A.1.1 Suivant la direction X

U U au 1 (9%U . 9%U
AUREER
0‘r+ aX+ Y t e ax2+ay2

A.1.2 Suivant la direction Y

av av av aP 1 [d%V 8%V Gr
6T+U6X+V6Y__6Y+R (ax2+ay2)+Re29

ANNEXE A

(A1)

(A2)

En dérivant 1’équation (A.1) par rapport a Y et I’équation (A.2) par rapport a X,

nous obtenons :

a%u

—+— X = —+—X—= — X — .
dt.0Y +U X .0Y + ay = ax + Vayz + ay T ay  ax.ay axor T Re = dY (axz + ayz) (A3)

a%v v U  ov v aV d%p 1 a (3%v 9%y Gr 90

—_— — X — —_— _— = — X — —_— —_— —_—

dt.0X + U6X2+6X X +Vayax+ ay T ax. 6Y+Re X (axZ +6Yz)+Re2 )¢
(A.4)

La soustraction de I’équation (A.3) de I’équation (A.4) nous donne :

9%V 02U 0%V 0%U 0%V 9%U

- +U|l——— |+ V|——

dt.0X 01.9Y 0X2 9X.9Y aY.0X aY?
%P N a%p
0X.9Y 0X.9Y

+1 ] 62V+6 02V d [(d%U d 0%U
Re lox \ox?) oax\avz) oy \ox?2 ay(ayz

{aU ov. oU oU oV oV oV GU} Gr
Re2

—_— _+_ —_—

X o0X odY o0X o0X dY o9y oY

j

00

x_
X
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En réorganisant les termes convectifs et en tenant compte de 1’équation de

continuité, nous obtenons :

a (Vv AU a (v U a (ov oU U % rov  au
G- G- v G- s e G- G -5+
Gr
v oU
D’autre part la vorticité est définit par: 2 = x " ar le nombre de Richardson

G
est: Ri = -
Re

En substituant par ses formules dans 1’équation (A.5), nous obtenons :

a0
—+U

an_l_ 0 1 920 0% 00
ot X dY Re

_GXZ +— 3y2 + Ri—
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ANNEXE B
B. DISCRETISATION DU TERME CONVECTIF (Uz—(;;Vz—;’:

Pour discrétiser les termes convectifs figurants dans le systéeme d’équations a

résoudre, nous avons choisi un schéma Upwind du 3°™ ordre.
B.1 Schéma Upwind 3°™ ordre
Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante ¢

négligeant les termes d’ordre supérieur a deux. Selon le sens d’écoulement, le schéma

Upwind 3™ ordre est représenté comme suit :

B.1.1 PouruU >0

U>0 1

do dp do
o 3 * 0,
0X Upwind 3 oX centrale oX arri ére
B.1.2 Pour U<0
dgpU<O 1 [2 dp A ]
0X Upwind 3 oX centrale 0X avant
B.2 Différence centrale
dp  AXZ 02
Qi1 = @; T AX; % + Tﬁ (B.1)
dp | AXZ
Qi1 = @ — AX;_q o+ (B.2)

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.1) par (AX? ) et (B.2) par (—AX?)

et faire la sommation :

( dp
AXZy X @iyq = DXE X @y + AX; X AX] 4 X
_|_

I 2 2 2 a(p
k—AXl X Qi1 = —AXL X Qi + AXi—l X AXL a_X
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2 2 2 2 do
AX(_ 1 X @ip1 — DX X @1 = (AX7 ) — AX{) @ + AX; X AX;_1(AX;4 + AXi)a_X

Prenant : SX; = AX;_1 + AX;

dp
AX; X AX;_q X SX; ax —AX? X @iy — (AXP .y = AXD) @ + AXP X @44

a9 _ _ —AX; 0i1+ (AX;—AX;—4) AXiq 0 (A)
X | contrate  SXixAX_q "L T AX xAX;_4 SX;xAx; it

B.3 Différence arriére

De fagon analogue que la différence centrale :

Prenant : SMX; = AX;_, + AX;_4

AXE, 0%

Pict = @ — AKXy 22 o T (B.2)
2 SMX* 9%¢
Q2 = @i — SMX;— - +— =% (B3)

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.2) par (SMX;%) et (B.3) par

(—AX?2)) et faire la sommation :

9

|{ SMX;%@,_; = SMX;%>; — AX;_; X SMX;* a;’;

] +

I 9
k_AXl 1 X (pl 2 = —AXl l(pl + SMX X AXl 1 aX

—AX? | X @iy + SMX 2,4

d
= (SMXL - AXZ 1)(pl SMXl X AXi_l(SMXi - AXi_1)£

aqo _ AXi—l SMXi (SMXi'l'AXi_l)

X lgrriere  SMX;xAX;_; Pi—2 = oy xax, 5, P T Tsmxowax,, P

(B)
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B.4 Différence avant
De méme :

SPXl = AXl + AXi-I—l

dp AXl-Zaqu
i1 = @i AKX -+ —

Lax 2! 9x2 (B'l)

2
(pi+2 = (pi + SPX — + —— (B4)

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.1) par (SPX,?) et (B.4) par (—AX?)

et faire la sommation :

9
|{SPXL-2<pi+1 = SPX;%p; + SPX;? x AX; %
] +
| 9
| —AX2@it2 = —AXPp; — AX? X SPX, a—;’;

2 2 2 2 dp
—AX2Qi 1 + SPX; 2011 = (SPX;2 — AX?)@; + SPX; X AX;(SPX; — AX;) %

X | gyant SPX;xAX; TU T AX;xAX; g TITL T spxxax;,, T it2

B.5 Points intérieurs

v U>0:i—2,i-1,i,i+1:

(6([) _ Axi—l SMXl N (SMXl + AXi—l)

{I OXlarriere  SMX; X AX;_, Viz AX;_1 X AX; i SMX; X AX; 1 v
+

I 2 a(p —ZAXl n Z(AXl — AXi—l) n ZAXi_l

k 0X centrale SXL' X AXi—l i AXi X AXi—l v SXL' X AXi Vit
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AXi_4
SMX,; X AX;_,

SMX, 20X,
+ }<Pi—1
(SMXl + AXi—l) Z(AXl - AXi—l) n ZAXi_l
SMX; x AX,_,  AX; xAX,; | ¥1 7 sx, x ax, ¥+

Pi—2 —{

9¢

9 U>0 1 9
v" Nous avons pour U > 0 ; == :_[2_¢
3 centrale X

4 Upwind X

arri ére ]

Nous obtenons alors :

a(p U>0 AXl'_l

0X lypwina ~ 3SMX; X AX;_,
(SMX, + AX 1) | 200K —AXip)) 28Ky
3SMX, x AX,_, © 30X, x X,y J 7' 35K, x ax, T+

SMX, 28X, }
30X, X AX,_, | 35X, x AX,_) Pi1

() —{

v U<O0:i+2,i+1,i,i—-1:

[ 99 (SPX; + AX;) SPX; AX;
- =——Sv orv Pt oy Pt Ty oy Pit2
0X | gpant SPX; X AX; AX; X AX; 4 SPX; X AX;,4
+
I 2 an —ZAXl n Z(AXl - AXi—l) N ZAXi—l
X — = . . .
U X contrate  SX X A% P T Tax x ax,_, 7T sx, x ax, Pitt
—2AX; 2(0X; — AX,_) (SPX; + AX))
SX; x AX,_, Vi1 AX; X AX;_, SPX; xAX; | "
s { SPX; . 20X;_4 } AX;
AX; X DX, | SX; x AX) P T SPX, x AX,,, Pt
do U<o 1 do do
v" Nousavons pourU<0: — =-|2— —
P 4 Upwind 3 [ 0X | centrale 0X avant]
Nous obtenons alors :
V<0 2AX; 2(AX; — AX;_) (SPX; + AX,)
X lupwina 35X, x AXy VT 38K, x AX, 35PX, x AX, |V

AX,
3SPX; X AX,,, [i*?

. { SPX; 20X;_;

+ ) —_
30X, X AX,, | 3SX; x AXi}¢l+1
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B.6 Récapitulation

a(p U>0
- = ai(D ;2 + bpi(D ;1 + cpi(Dg; + dpi(D i1
0X Upwind
a(p U<o0
- = bmi(D)@;_1 + cmi(Dep; + dmi(D @41 + ei(D) iy,
oX Upwind
Avec :
AX;_
ai(i) = i
3SMX,; x AX,_,
SMX; 2AX;
i) — _{ C : }
pi() 30K, X AX;_, | 35X, X AX;_;
. (SMX; + AX;_1)  2(AX; — AX;_q)
cpi(i) = +
3SMX; X AX, ; | 3AK, X AX, ,
> 20X; 1
dpi(i) = ———
35X, x AX,
o 2AX;
bmi(i) = T SK X AX
i XAX;4
() = 2(AX; — AX; 1)  (SPX; + AX))
M= 1730X, x AX,_,  3SPX, x AX,
SPX, 20X,
dmi (i) = { i 4 i }
M) = 130K x aX 11 T 35K, X AX,
. AX;
eild) = ~35px
i X AXiyg
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B.7 Points prés des parois

Pour les points prés des parois nous allons établir un schema Upwind du premier

ordre comme suit :
v U>0:i-1,i:
do 0_‘.0 _Pi —Pi

g = AX; = =
Pi—1 Pi — i— laX 0X AXi—l

dp 1 1

(
v == Qi1t P
4' 0X arri eére AXi 1 -1 AXl 1
+
2AX; 2(AX; — AX;_1) 20X,

IZX— =Ty v Ay Pi1t ¢ + Piv1

{ 1 N 2AX; } s 1 N 2(AX; — AX;_1) N 2AX;_4

AX, ;o sX, x AX,_ ) P T\ ax, T AaK x Ax,, | 7T sk, x ax, Pt

1 dp dp
v" Nous avons pour U >0 : -12—= + =
P aX i=2 3[ X | centrale X | grri ére]
Nous obtenons alors :
U>0
1 20X, 1 2(AX; — AX;_;)
g — _{ + i } ' + i i—1 .
Xy 30X, | 35X, x AX, ) P T 3ax,_, © 3AX, xAX,_, | ¥
20X, _4
T 35x, % ax, Pt
v U<O0:i+l,i:
0 0 i1 — @
Dit1 = @; + AX, — @ N @ _ Di+1 P

fax T ax  AX,
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dp 1 1
( ol =it e
4 0X avant AXi ' AXi o
+
I 2 a(p —ZAXl n Z(AXl - AXi—l) N ZAXi—l
" X contrate  SX X AX P T Tax x ax,_, 7T sx, x ax, Pitt
20X, 1 2(AX; — AX,_;) 1 2AX,,
_—(Pi—1+{— + } i+{ + }(Pi+1
SX; x AX;_; AX, | AX; x AX; , AX; ' SX; x AX,

dp U<o 1 dp dp
v" Nous avons pour U <0: — =-|2—= +—=
p 0X =2 3[ X lcentrale 0X avant]
Nous obtenons alors :
op|"<" 20X, +{ 1 s 2(AX; — AXi_l)}
aXliiy = T 3SK x AKX, T T U 34K, ¢ 30K, x AX, ¥

+ { 1 ZAXL'_l

_l_ .
30X, 35X, x AXl-} Pr+1

B.8 Récapitulation

aq) U>0
v = bpi(D)p;_1 + cpi(De; + dpi(D);11
0Xli=
a(p U<0
—|  =bmiDg;_1 + cmi(De; + dmi(De;14
0Xli=
Avec .
bpi(D) { 1 N 2AX; }
PRY = " 3ax,_; * 35X, x AX,_;
1 2(AX; — AX; _
Cpi(i) _ + ( i i 1)
30X, , | 3AX, X AX, ,
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di(D) 2AX; 4
PRV = 36X, % AX,
20X,
bmi(i)= ————
35X, X AX;_;
1 200X, — AX,_p)
cmi(i) = {— }
30X, | 3AX; X AX,_,
1 20X,
dmi (i) = { + }
30X, 35X, x AX,

B.9 Récapitulation

ANNEXE B

x| = iDe-1 + i (Do + dpj (D@
j=2
a(p V<0
a_X — bmj(j)(Pj—l + cmj(]')(pj + dmj(j)(/)j+1
j=2
Avec :
bpj () { CPL/ }
pjyJ) =—
3AY,_;  3SY; X AY; 4
pi(f) = { L Ay Ag_l)}
3AY,_;  3AY; X AY_4
20Y 4
dpj () = soir
3SY; x AY,
bmj(j) = =
)= 3S8Y;, X AY, 4
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)= -5+ 280 00-0)

+
30Y © 3AY x AY_,

B.10 Généralisation

1
Up = E(U+ |U|)

Onpose: U = 1
Up =5 U= 1UI)

ANNEXE B

0X

dp - o - i o
U— = Uyai(Dp;— + [Upbpl(l) + U, bmi(i)]p;_1 + [Upcpl(l) + U, emi(i)] o

+ [Updpi () + U, dmi(D] i1 + Upei (D i

Nous utilisons les mémes étapes pour la discrétisation du terme convectif

(V 6_<p) suivant la direction Y.
ay
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ANNEXE C

C. DISCRETISATION DU TERME DIFFUSIF (( ) (ay2 )

Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante ¢
négligeant les termes d’ordre supérieur a quatre. Le but d’augmenter I'ordre de dérivée

est:

SPXiZ(?Z(p sPx3 93¢ | SPX*d%e
lax 21 9Xx2 31 X3 ' 41 oax*

Piy2 = @; + spx, %2 (C.1)

AX;20%p  AX2 03¢ | AX;tote
Piv1 = Qi+ lax+ 2 ox2 T3 ax3 T a oxe (C.2)

AXi_1P 9% AXi P33 | AXi_i*ate
o — g A, 2 Mt Pe M’ | Mt ote c3
Pi1= i — llax 2 9xZ 31 o9x3 ' 41 ox4 (€3)

SMXiZBZ(p SMX; 63(p SMX;* 9%
Vi =@ — SMX, 22 + prry

Lox 219Xz 31 9x3 4! ax*4 (C.4)

Pour arriver a I’expression donnant la discrétisation du terme diffusif, trois étapes

64
sont indispensables. L’étape de départ, pour but d’éliminer la dérivée quatrieme ( X 4) le

second est 1’¢élimination de la dérivée troisiéme ( ) et la derniére étape pour éliminer la
dérivée premiére (%).

4
C.1 L’élimination de la dérivée quatriéme (a—'i)
ax

4
Multipliant I’équation (C.1) par - (AX; ) et I’équation (C.2) par (SPX i4), nous

allons :
(_axt 4 99 SPX? x AX* 9%  SPX; x AX* 93¢
| -AX;" @iy = -AX;"@; — SPX; X AX; a—X— o 3x2 + 31 0x3
+

| 4 4 dp SPX*x AX,'0%p SPX*x AX; 93¢
kSPXi Y41 = SPX; @L+SPX X AX; a—+ o1 6X2+ 31 9Xx3

4 4
~AX; @iz + SPX g = (SPX - AX,") o + SPX, X AX,(SPX, — AX.) % +

SPX; ><AX SPX; ><AX

2 2
(SPX;* — AX; )aX2 (SPX; — AX)aX3 )
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De la méme fagon pour (C.1) et (C.3) : Multipliant 1’équation (C.l1) par

4
- (AX;_; ) et I’équation (C.2) par (SPX;*), nous allons :

( . . ,0¢  SPX*xAX;_1*0%¢ SPX;? xAX;_,1*d3¢
| —AX; 1" Piv2 = —AX;_1 @y — SPX; X AX;_ 1 ﬁ - X X2 - 31 X3
{ t

| dp  SPX*x AX,_,; 9% SPX;*x AX,,’ 83¢
| SPXi*pi1 = SPX; o, — SPX;* x AX,_ T T o 30 %7

—AX;_1 Qi + SPXfpi_y = (SPX,*—AX;_1*)p; — SPX; x AX;_;(SPX? +
AXi—130pd X+ SPXI2XAX(—122ISPXi2—AXi—1202900X2—
SPXIIXAXi—133I(SPXi+AXi—1)33pdX3 (1)

Pour les deux équations (C.1) et (C.4): Multipliant I’équation (C.1) par
(—SMX,*) et I’équation (C.4) par (SPX;*), nous allons :

( . . 209 SPX;% x SMX, 62<p SPX;3 x SMX,* 93¢
I SMXL Piy2 = —SMXL Q; — SPXl X SMX aX o1 aXZ 30 aXS
{ T
i

%, SPX;* x SMX,” 0% SPX,* x SMX,% 83¢
iox * 2! 9X? 3! ax3

SPX,*p,_, = SPX;*@; — SPX;* x SMX; —

—SMX;*@; 45 + SPX;*p;_, = (SPX;*—SMX;*)p; — SPX; x SMX;( SPX;* +
SMXi30p0X+SPXi2XSMXi22ISPXI2—~SMXi20203X2—SPXI3XSMXi33I(SPXi+SMXi
)A3pAX2 (111)

C.2 L’élimination de la dérivée troisiéme (. ax3)

Afin d’obtenir les trois équations mentionner (1), (I1) et (111), par la suite, éliminant

la dériveée troisieme ( )

Multipliant 1’équation (I) par [AXi_13(SPXi +AXL-_1)] et 1I’équation (II) par
[AX;3(SPX; — AX;)] ; nous avons :
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( —AXi4 X AXi_ls(SPXi + AXi—l)(pi+2 + SPXi4 X AXi_ls(SPXi + AXi—l)prl =

3 4 4 3 3 3 dp
AX;_13(SPX;* - AX;*)(SPX; + AX;_)@; + SPX; x AX; x AX;_3(SPX;® — AX;?)(SPX; + Axf‘l)a_x
9%
0X?2

SPX;2 x AX;> x AX;_,°
— L (sPx,? — AX.2)(SPX; + AX;_;)

) +
—AX;_* x AX3(SPX; — AX) @2 + SPX;* x AX;3(SPX; — AX))@;_1 =

9
AX3( SPX*—AX,_1*)(SPX, — AX); — SPX; X AX,_q x AX3(SPX,® + AX,_,®) (SPX, — AXi)£
2
SPX;% X AX;_y X AX;? , , 6%
L + T (SPX;* — AX;_1*)(SPX; — AXL.)W

3
“AX; X AX;_13[AX,(SPX, + AX;_)+AX;_; (SPX; — AX)]@iss + SPX;* X
AX;_1*(SPX; + AX;_1) @1 + SPX;* X AX;>(SPX; — AX) iy =
4
|AX,_® (SPX* - 8%, ) (SPX, + AX,_1) + AX(SPX =X, *)(SPX; — AX) | g; +

SPX; X AX; X AX;_1[AX,_1*(SPX;® — AX;?)(SPX; + AX;_,) — AX;*( SPX; +

SPXiZXAXiZXAXi_lz
2!

AX,_1®)(SPX; — AX)] 5 + [AX,_1(SPX;2 — AX;2)(SPX; + AX;_y) +

62
AX;(SPX;* — AX;_1*)(SPX; — AX,)] ﬁ (A)

De la méme facon pour les équations (I) et (III) : Multipliant 1’équation (I) par
[SMX3(SPX; + SMX,)] et I’équation (IIT) par [AX;>(SPX; — AX;)] ; nous avons :

( —AX;*SMX 3 (SPX; + SMX)) ;5 + SPX;* x SMX;3(SPX; + SMX)) ;11 =

3 4 4 3 3 3 dp
SMX;3(SPX* - AX;*)(SPX; + SMX,)p; + SPX; x AX; x SMX;*(SPX;® — AX;®)(SPX; + SMX,) P
9%

N SPX;? x AX;? x SMX,3
0X2

T (SPX;* — AX;*)(SPX; + SMX;)

| +
—SMXi4 X AX13(SPXL — AXi)(pi+2 + SPXL'4 X AX13(SPX1 - AXi)(pi—Z =

9
AX3(SPX*—SMX;*)(SPX; — AX))@; — SPX; X SMX; x AX;*( SPX;® + SMX;*)(SPX; — AX;) %
SPX;* x SMX;* x AX;? 5 5 9%
\ + > (SPX;? — SMX;*)(SPX; — AX)) X
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—AX3SMX3[AX;(SPX; + SMX,) + SMX;(SPX; — AX.)]@;4» + SPX;* x SMX;3(SPX; +

SMXD)pi+1+ SPXAXAXIZSPXi—AXipi—2=SMXI(3SPXi4 -AXidSPXi+SMXi+AXi3
SPXI4A—SMXI4SPXI—AXipi+SPXIXAXIXSMXISMXi2ZSPX13—AXI3SPXI+SMXT—AX 12
SPXI3+SMXI3SPXI—AXIOpOX+SPXI2XAXIZXSMXi22!I[SMXISPXiI2—AXI2ZSPXi+SM
X+ AXISPXI2—SMXiI2SPXi—AXi]02p0X2

(B)
C.3 L’élimination de la dérivée premiere (z—‘;)
Finalement I’élimination de la dérivée premiére rend le terme diffusif.
(A) = ap2¢;p +aple; 1 +amle,_; = aop; + az—;’; + azj(_q;
Avec:

ap2 =-AX;3 x AX;_3[AX;(SPX; + AX;_;) + AX;_{(SPX; — AX})]

apl = SPX;* x AX;_{3(SPX; + AX;_,)

aml = SPX;* x AX;3(SPX; — AX;)

ao = [AX;_ > (SPX;* - AX,*)(SPX; + AX;_1) + AX;3(SPX*—AX;_1*)(SPX; — AX;)]

a‘;—;’; = SPX; x AX; X AX;_1[AX;_*(SPX;® — AX;?)(SPX; + AX;_1) — AX;*( SPX;> +

AX;_*)(SPX; — AX))]

az(p _ SPXiZXAXiZXAXi_l
ox2 2!

AXi—12SPXi—AXi]

2
[AX;_1(SPX* — AX;*)(SPX; + AX;_1) + AX;(SPX;* —
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2
(B) = bp2¢;;; + bple;11 + bm2¢;_, = boy; + bz_;i*' bZT(Z

Avec:

bp2 = —AX;3SMX,;3[AX;(SPX; + SMX;) + SMX;(SPX; — AX;)]

bpl = SPX;* x SMX,’ (SPX; + SMX,)

bo = [SMX3(SPX;* - AX;*)(SPX; + SMX;) + AX;>( SPX;*—SMX;*)(SPX; — AX))]
bm2 = SPX;* x AX;>(SPX, — AX;)

b ‘;—;’; = SPX; x AX; x SMX;[SMX;*(SPX;® — AX;®)(SPX; + SMX,) — AX;*( SPX; +

SMXI3SPXI—AX7

2 2 2 2
20 = SRS [SMX,(SPX,? — AX,2)(SPX, + SMX,) + AX,(SPX,? —

SMXI2SPXi—AX7

b

Multipliant 1’équation (A) par (b Z—z) et 1’équation (B) par (—a Z—ﬁ) , hous
obtenons :
( o o O O g 9%
j ap2 X b&(plq_z + apl X bafpiﬂ +aml X b&(pi—l = qao X b&@- +a X bam
+
I 10) 1) G10) A g 9%
| —bp2 x @ Pivz ~ bp1 x oy Piv1 ~ bm2 X A Pi-z = —bo X @ Pi b x @ axZ

9 9 9 9 9
[ap2 X b%— bp2 x a%](pﬁz + [apl X b%—bpl X a%] @iy +aml x b%(pi_l -

a_‘/’]az"’

dp dp dp dp
X a— @Q: — X h— — X a— . X h— — X —
bm2 X a o Pi-2 [ao X b X bo X a aX]gol +[axb X bXxa o) 3x2
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62
[axb —bXa P 6X¢2]—[p2><b——bp2><a ]<p1+2+[ap1><b——bp1><

adpdXpi+1—[aoxbdpdX—boxadpdX]pi+am1xbipdXpi—1—bm2xadpdXpi—2

( dop do
[ap2 X b=+ = bp2 X a =i+,

dop dop
1Xb——>bpl X
) +[ap ox PR %%%
0 d
[aoxb—(p—boxa d

. dp 6<p X X
; [axbax bxall

Pi+1
0%
0X?

1

0¢
+aml X b ﬁ(pi_l

dp
L —bm2 X a ﬁ%-z

C.4 Récapitulation

P 9
Prenant: d2cx = a X b2 —b x a2
X X

EL)
%zl = d2xp2(i) ;12 + d2xp1(D)@; 1 + d2x0(i)@; + d2xm1(D)p;_4
i

+ d2xm2(i)p;_;

Avec :
% d¢
ap2 X bav — bp2 X azv
d2xp2(i) = a)ngcx oX
dp il
apl X bxv — bpl X azy
d2xpl1(i) = a)iiZcx oxX
a9 dg
bo X azv—ao X b=+
d2xo(i) = ox oX
d2cx
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ANNEXE C

aml X bg—)q()
d2xml1(i) = ——=
xm1(0) d2cx
—bm?2 x ag—;'?
d2xm2(i) = ——=
d2cx

La méme chose pour la direction (Y), nous avons donc :

do do
2 — - -
dcy—axbay bxaay

Z

ovz| = d2yp2(j) ;42 + d2yp1() ;11 + d2yo (j)e; + d2ym1(j)g; 4
J

+ d2ym2(j);

Avec :
_ apZXbS—gYo—prXag—gg
d2yp2(j) = i2cy
. aplxbg—(g—bplxag—(é
d2yp1(j) = i2cy
bo X a6_<p —ao X ba—(p
d2 N aY aY
yo(j) = 2y
aml X bg—;’ﬁ
d2yml(j) = ——=
ym1(j) a2y
—bm?2 X ag—;'?
d2ym2(j) =
ym2(j) 220y
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ANNEXE D

D. DISCRETISATION DU TERME SOURCE Z—;’;

i

ANNEXE D

Le terme source apparait dans I’équation de transport de la vorticité 2 . Prenant le

développement en séries de Taylor. Nous obtenons les expressions suivantes :

SPXL-Z a%p  SPx;3d3¢

Pit2 = <pl+SPXlax 21 9Xx2 31 9x3

AX;% 0% Ax;® a3<p
Pi+1 = (pl+AXl§+ 20 ax2 ' 31 9x3

AXi_1P 9% AX;_1® 3%

Pi—1 = Qi — AXl 1 ax +

21 X2 31 9x3

SMXx;20%2p  SMx;2a3¢

9 = SMX —— — ——
Pi2 =P~ lax+ 21 9X2 31 9X3

(D.1)
(D.2)
(D.3)

(D.4)

Pour arriver a I’expression donnant la discrétisation du terme source, deux étapes

63
sont indispensables. La premicre étape, pour but d’éliminer la dérivée troisieme ( X 3) la

deuxiéme est I’élimination de la dérivée seconde ( 7x2)"

63
D.1 L’élimination de la dérivée troisiéme ( ax(g)

Multipliant I’équation (D.1) par (—AXi3) et ’équation (D.2) par (SPX ig) ; nous

avons :

X36(p SPX;% x AX;3 9%¢

( 3 3
| —AXP @iy = —AX @ — SPX, X AX — T e

+
309 AX* x SPX;°9%¢

|
| SPX;*¢i11 = SPX>@; + AX; X SPX, —~ T e

_AXi3(pi+2 + SPXi3(pi+1 = (SPXi3—AXi3)(pi + SPXl X AXl(SPXlZ

AX; XSPX
=L (sPX, —AX)M2

—AXL-Z)Z—;';+
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ANNEXE D

(20X, + AX,;41)SPX; X AX; X AX; 4 22 2 =

AX;®XSPX*XAX ;41 02
2! ax?

—AXP @42 + SPX 20 — (SPXP—0X% ), — U]

De méme pour les deux équations (D.3) et (D.4), multipliant 1’équation (D.3) par

(SMX;>) I’équation (D.4) par (—AX,_;>); nous avons :

( s 0 SMX? X AX,_," 8%¢
| SMX @iy = SMX; g, — SMX*AX;_ “1ox T 2! aXx?
{ +
|

309 N SMX;% x AX;_,> 0%¢
1 oax 2! aX?

X, 130, = —AX;_1>@; + SMX; X AX;

—AX;_pip + SMX P9y = (SMX*—DX;_1*); + SMX; x AX;_1 (AX;_4* —
SMXI20p0X+SMXiI2XAXT[—122/(SMXi—AX[—1)02pdX2

(2AX;_1 + AX; _)SMX; X AX;_{ X AX;_ 26 = AX;4 (pL SMXl-3(pi_1+

SMX 2XAX;_1 *XAX;_, 9% (1

(SMXi3_AXi—13)§0i + 21 X2

2
D.2 L’élimination de la dérivée seconde (3 qu’)

Afin d’obtenir les deux équations mentionner (I) et (II), par la suite, ¢liminant la

dérivée seconde ( )

Multipliant 1’équation (I) par [SMXL-2 X AX;_1% x AXi—z] et I’équation (II) par

[AX;? x SPX;? X AX;.1] ; nous avons :
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ANNEXE D

( SMXiZ X AXi_lz X AXL'—Z X SPXl X AXl X AXi+1(2AXi + AXi+1) Z_;’; =

—SMX;2 X AX;_12 X AX;_p X AX, 0y 15

+SMX;% X AX;_1% X AX;_, X SPX;30,41
— SMX;* x AX;_1* x AX;_; X (SPX;3—AX;) o
9 +
AX2 X SPX;? X AXpy1 X SMX; X AX;_1 X AX; (20X, 1 + AX; )25 =

AX;2 X SPX;%2 x AX; 14 X AX;_13(2AX;_; + AX;_5)@;_;
—AX;? x SPX;? X AX;41 X SMX 30,4

L +AX;* x SPX;% x AX; 11 (SMX;3—AX,_1*) g,

[SMX;? X AX;_1% X AX;_,(2AX; + AX;1)SPX; X AX; X AX; 1 + SPX;* X AX;? X

AX; 1 (2AX;_1 + AX;_5)SMX; X AX;_; X AX;_,] ‘;—;’; = SPX;% X AX;* x AX; 4 X

AXi_IS(ZAXi_l + AXl'_z)(pl'_z - AXl'z X SPXL'Z X AXi+1 X SMXi3(pl'_1 + [SPXLZ X AXiz X
AX; 1 (SMX3—AX;_13) — SMX2 X AX;_1* x AX;_, x (SPX*—AX;?)]@; + SMX;? X

AXi_lz X AXi—Z X SPXig(pH_l—SMXiZ X AXi_lz X AXi—Z X AXiB(pH_Z

Prenant : dlcx = SMX;* X AX;_1% x AX;_,(2AX; + AX;.1)SPX; X AX; X AX;, 1 +
SPX;% x AX;? X AX; 11 (2AX;_; + AX;_,)SMX; x AX;_y X AX;_,

Nous avons :
do . . : , .
axl = dlxm2(D)p;_, + dlxm1(i)@;_1 + dox(i)p; + dlxpl(i)@;y1 + dlxp2 (D)@,
i

Avec :

 SPX;2 X AX;_13 X AX;2 X AX; 1 (20X;_1 + AX;_)
dlxm2(i) =

dlcx

 —=SMX;3 x SPX;% x AX;? x AX;4q

dlxm1(i) =
dlcx

dox (i)
_SPX;% X AX;? X AX; 1 (SMXP—AX; 1) — SMX,® X AX;_1* X AX;_, X (SPX;>—AX;?)

dlcx
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ANNEXE D

SPX;3 x SMX;? x AX;_;* x AX;_,

dlxpl1(i) = Tlox

—SMX;% X AX;_{% X AX;_, X AX;"
dlcx

dlxp2(i) =

La méme chose pour la discrétisation de la dérivée premiére suivant la direction

(Y), nous avons donc :

dlcy = SMY;* X AY;_1* X AY, _,(24Y; + AY, ,1)SPY; X AY; X AY 4,
+ SPY;? X AY? X AY, 1 (2AY,_; + AV _,)SMY; X AY_; X AY._,

Nous obtenons alors :

do . . . . .
37| = dym2()ej— + dlyml()¢;-1 + doy(De; + dlypl(D¢;+1 + dlyp2()) 92
]
Avec :
SPY;2 X AY,_13 x AY.? x AY, 1 (2AY,_; + AY,_
d1ym2(/')= j -1 'j }+1( j—1 'j 2)
dlcy
—SMY;3 x SPY;? x AY;2 x AY,
dlym1(j) = / / / AL
dlcy
doy(j)
_ SPY? X AY® X A1 (SMY;*—AY _*) — SMY;® X A _1* X AV, X (SPY;*~AY*)
dlcy
SPY;3 X SMY;? x AY,_{? x AY,_
dlypl(j) = J J j—1 J—2
dlcy
o —SMY2XAY_ 12X AY_, X AY,’
dlyp2(j) =

dlcy
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RESUME

Dans la présente étude, nous nous intéressons a la simulation numérique de 1’écoulement d’air en
convection mixte laminaire, dans une cavité carrée, dont une partie du fond est soumise a un flux de
chaleur constant. Les parois latérales de cette cavité se déplacent avec une vitesse fixée vers le haut, et
sont soumises a une température froide. Les autres parties de cette cavité sont considérées
adiabatiques. Un modéle mathématique reposant sur I'approche vorticité-fonction du courant (o —),
est utilisé. Les équations régissant ce phénoméne ont été résolues par une approche numérique basée
sur la méthode des différences finies, en considérant un maillage non uniforme.

Mots Clés : convection mixte, cavité carrée, méthode des différences finies, maillage non uniforme.

NOMENCLATURE
Symboles : U,V composantes adimensionnelles des vitesses.
g accélération de pesanteur, m.s. Vo vitesse des parois latérale, m.s™.
Gr nombre de Grashof. X, Y coordonnées d’espace dimensionnelles, m.
L hauteur dimensionnelle de la cavité, m. X, Y  coordonnées d’espace adimensionnelles.
Nu nombre de Nusselt local. Lettres grecques :
Nu nombre de Nusselt moyen. e longueur adimensionnelle de la partie chauffée.
P pression, Pa. a diffusivité thermique, m2.s™,
Po pression de référence, Pa. B coefficient d’expansion thermique a pression
P pression adimensionnelle. 0 température adimensionnelle 8 = (T — Tr)/AT.
Pr nombre de Prandtl. v viscosité cinématique, m?.s.
q" densité de flux de chaleur, W.m?. A conductivité thermique de 1’air, W.m™*.K™.
Re nombre de Reynolds. Y fonction de courant adimensionnelle.
Ri nombre de Richardson. ) vorticité adimensionnelle.
X. V coordonnées d’espace dimensionnelles. m. T temos adimensionnel T = t. Va /L .
t temps, s. p masse volumique, Kg.m?.
T température, K. AT  différence de température, °C.
Tr température des parois latérale, K. Indices/ Exposants :
u, Vv composantes des vitesses, m.s™. F froide.

1. INTRODUCTION

L’étude du mouvement d’un fluide en convection mixte dans les cavités est fréquemment rencontrée
dans la nature et dans différents systemes industriels. Ce mouvement résulte des interactions
complexes au sein de ce milieu (fluide) ou entre différents milieux dés qu’il y a un gradient de
température. Une grande variété d’écoulements de fluides, avec ou sans transfert de chaleur et de
masse, sont régis par des systémes d'‘équations différentielles non linéaires établis & partir des principes
généraux de conservation de la physique. Ces systemes d'équations non-linéaires contiennent de
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nombreux parametres qui sont susceptibles d'étre la cause de nombreux phénomeénes de changements
du comportement de I’écoulement du fluide (bifurcation). De nombreuses études numériques et
expérimentales concernant ce phénoméne de changement de la nature méme de I’écoulement dans
différentes configurations géométriques en régime de convection naturelle, forcée ou mixte ont été
rapportées dans la littérature. Les premiers modéles traitent du probléme classique de la convection
naturelle de Rayleigh-Bénard dans des espaces confinés et sont largement disponibles dans la
littérature comme par exemple ceux d’Erenburg et al. [1], Venturi et al. [2] et Angelia et al. [3]. Dans
les cavités l'interaction entre I'écoulement cisaillé crée par le mouvement de la paroi et celui engendré
par la convection naturelle reste jusqu'a présent un champ fondamental de la recherche. Aydin et Yang
[4]; Guo et Sharif [5] ont présenté des études numériques de la convection mixte laminaire dans une
cavité 2D dont la paroi supérieure est adiabatique et les parois verticales qui se déplacent vers le bas a
une vitesse et une température froide constantes. Une source de chaleur est placée au centre de la paroi
inférieure. Aydin et Yang [4] considerent une température fixe, tandis que Guo et Sharif [5] imposent
un flux de chaleur constant. L'effet de la longueur de la source de chaleur et le nombre de Richardson
ont été étudiés. Dans ces deux cas, les effets des forces causées par la convection mixte de la partie
chauffée et le déplacement des parois latérales de la cavité, étant coopératifs aucune rupture de la
symétrie n’a été observée. Mais lorsque nous considérons le méme probléme que celui de Guo et
Sharif [5], en inversant le sens du déplacement des parois latérales pour créer une compétition entre
ces deux forces, nous constatons une perte de symétrie et un changement radical de 1’écoulement a
I’intérieur de la cavité.
2. MODELE MATHEMATIQUE

La géométrie du probléme considéré est illustrée dans la figure 1. Il s’agit d’une cavité carrée remplie
d’air dont les parois latérales sont maintenues a une température constante froide Tr et qui se déplacent
vers le haut avec une vitesse fixée Vo. Une source de chaleur est située au milieu de la paroi inférieure
de la cavité ayant une longueur | égale au quatre cinquiéme de celle de la cavité L et soumise a un flux
de chaleur constant q" . Les autres parois sont supposées adiabatiques.

adiabatique

adiabatique
L

Figure 1. Domaine physique étudié

L’écoulement est bidimensionnel, laminaire et stationnaire, sans génération interne de chaleur

Les équations de conservation (continuité, énergie, vorticité, fonction de courant et composant de
vitesse) sous forme adimensionnelle, basées sur la formulation vorticité-fonction du courant (o—y),
régissant le phénomeéne de la convection mixte sont données par les expressions suivantes :

oy oV

—+—=0

oxX oY (1)
00 00 00 1 (0%0 0%
—+U—+V —= >+t ——
or oX oY Re.PrloX® oY )
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o G0 oo 1[0 do) .00
or T ax oY TRelox? av? oX 3)
oy Oy
+—==- 4
oxz vz ? @
U= ev-_2¥ )
oY oX
Les variables réduites utilisées pour normaliser les équations gouvernantes sont :
T-T
x=Xoy=YrotVo Yoy Y g e AT =g S
L L L V, V, A

Les paramétres de contréle du probléme Gr, Re, Pr et Ri dénotent, respectivement, les nombres de
Grashof, de Reynolds, de Prandtl et de Richardson et sont définis par les relations suivantes :

AT L v . Gr
9PATL. pe_v by pr=Ys Ri= T

1% 1% a Re
Les conditions aux limites associées aux équations de conservation sont :

Paroi supérieure : U =V =0 pour: 0(X(L, Y =0 et Y =1

Gr =

X =0
Paroi gauche et droite : #=0; U =0 et V =+1 pour: {X L et (Yl

00 1-¢ l+¢
Paroi inférieure : 5y — -1 et U=V =0 pour: TSX < > et Y=0
0 0<X<1—5
Et:— =0 et U=V =0 pour: 2 et Y=0
oY 1+¢
—(X{

Nombre de Nusselt moyen :
Le transfert de chaleur a partir de la paroi chaude est exprimé par le nombre de Nusselt moyen défini

comme suit : Partie chauffante : Nu = 1.[; Nu(X)dX
&

Nu(X) : est le nombre de Nusselt local défini par : Nu(X) = hi = !

A ow(X)
L’intégrale donnant le nombre de Nusselt moyen a été déterminée numériquement par la méthode de
Simpson. ) )
3. PROCEDURE NUMERIQUE

Afin de résoudre numériquement les équations gouvernantes (1-5) aux dérivées partielles, nous allons
procéder a leurs discrétisations dans le but d’obtenir un systéme d’équations algébriques dont la
résolution nous permet de déterminer les champs de toutes les variables du probléme considéré. La
méthode de différences finies a été adoptée pour accomplir cette discrétisation. La discrétisation du
terme temporel est assurée par la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre (RK4). Les termes diffusifs,
ainsi que les dérivées partielles du premier ordre (terme source de 1’équation de la conservation de
Iénergie et les vitesses), sont discrétisés en utilisant le schéma centré du 4éme ordre. Les termes
convectifs sont discrétisés a 1’aide d’un schéma Upwind du 3éme ordre [7]. L’équation de la fonction
de courant est résolue par la méthode itérative de sur relaxation N.L.O.R. (Non Linear Over
Relaxation), et sa convergence est obtenue & chaque pas du temps [8]. Nous avons opté pour un
maillage non uniforme dans les deux directions, horizontal et vertical X et Y, ainsi que le langage
FORTRAN a été élaboré comme un programme de calcul, pour un critére de convergence égale a

105,

Choix du maillage :
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Afin de rendre la solution numérique indépendante des valeurs des pas, nous avons procedé des
différentes simulations, en comparant les valeurs du nombre de Nusselt moyen. Nous avons constatés
un écart plus faible entre les valeurs du nombre de Nusselt moyen, déterminées avec un maillage de
81x81, 101x101, 161x161 et de 201x201. Ces comparaisons nous permettent le choix du maillage
(101x101) car il fournit un bon compromis entre la durée du temps de calcul et la précision de ces
calculs.

Validation du code de calcul :

De maniére a vérifier I’exactitude des résultats numériques obtenus dans le présent travail, une
validation du code a été faite en prenant en compte certaines études numériques disponibles dans la
littérature. Les résultats d’Aydin et Yang [4], obtenus dans le cas d’une cavité rectangulaire contenant
de I’air, ont été utilisés pour tester notre code numérique.

1 \

1al —— e,
D01 07 01 04 o0f 08 o7 o8 09 1

a)-Présent travail b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]
Figure 2. Comparaison du profil de vitesse verticale a Y=0.5.

a)-Présent travail b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]
Figure 3. Comparaison des isothermes pour Ri=10 et | = (1/5) L.

iy

a)-Présent travail b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]
Figure 4. Comparaison de la fonction de courant pour Ri=10 et | = (1/5) L.

4. RESULTATS
Toutes les simulations ont été réalisées en considérant 1’air comme fluide, le nombre de Prandtl est
fixé a 0.71 et le nombre de Reynolds a 100. La longueur adimensionnelle ¢ de la partie chauffée est
égale a 0.8, avec un pas du temps adimensionnel fixé a 10,

La bifurcation du régime de 1’écoulement en convection mixte a ét¢ mise en évidence pour des
nombres de Richardson égaux a 41.4 et 41.5.
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Les résultats sont présentés sous formes de contours de température, de la fonction de courant et de
I’évolution du nombre de Nusselt moyen.

Champs dynamiques :

Ces champs sont représentés sous forme d’iso-courants dans la figure 2 pour les deux valeurs du
nombre de Richardson considérées. L’écoulement est constitu¢ de deux cellules principales mais
dissymétriques pour la valeur de 41.4 du nombre de Richardson. Une bifurcation vers un régime
d’écoulement symétrique caractérisé par I’apparition brusque de quatre cellules principales est mise en
évidence quand la valeur de ce méme paramétre augmente juste de 0.1 (Ri = 41.5). Les deux cellules
contrarotatives au centre de la cavité sont principalement entretenue par les forces de flottabilité par
contre des deux autres cellules pincées situées prés des parois verticales en mouvement sont
entretenues par les forces dg VisScosité.

1 1 1 L
i} 02 04 06 08

Figure 5. Champs dynamiques pour Ri = 41.4 & gauche et Ri = 41.5 a droite
Champs thermiques :

Ces champs sont représentés dans la figure 3 sous forme d’isothermes. La chaleur récupérée a partir de
la partie chauffée de la cavité est transportée par convection essentiellement par la paroi droite de la
cavité pour Ri = 41.4 alors que pour Ri = 41.5 celle-ci est évacuée symétriquement vers le haut au
milieu de la cavité par la paire de cellules au centre. C’est ce qui explique les températures
relativement élevées dans la partie centrale de la cavité.

Figure 6. Champs thermiques pour Ri = 41.4 a gauche et Ri = 41.5 a droite
Nombre de Nusselt moyen :

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure 4 (a) et (b). La
valeur de ce nombre présente d’importantes fluctuations pendant un temps adimensionnel z compris
entre 0 et 15 (figure 4 (a)). Cette valeur diminue réguliérement, comme le montre la figure 4 (b), pour

se stabiliser a une valeur fixe (Nu = 7.20) pour Ri = 41.5, alors qu’elle présente une diminution
brusque (Nu = 6.9645) a r = 48.7 avant de se stabiliser (Nu = 7.41) pour Ri = 41.4.

234



ICEMAEP2016, October 30-31, 2016, Constantine,Algeria
M.KADJA, A.ZAATRI, ZNEMOUCHI, R.BESSAIH, S.BENISSAAD and K. TALBI (Eds.)

I
/

14

=2
HE

I
|

selt moyen

%)

Nombre de Nusselt moyen

Nombre de Nus:

~

[ 15 0 3 r E
Temps Temps
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Figure 7. Evolution du nombre de Nusselt moyen : (a) 0 <1>20 et (b) 20 <1 > 100

5. CONCLUSIONS

La convection mixte dans une cavité carrée a été étudiée numériquement, tel que on a considéré
I’écoulement laminaire et le transfert thermique d’air dus aux forces de flottabilité a I’intérieur de cette
cavité bidimensionnelle avec le chauffage localisé a la paroi inférieure par le flux de chaleur constant
et les parois latérales refroidis iso-thermiquement, alors que les autres parties sont considérées
adiabatiques. Les résultats obtenus mettent en évidence 1’existence du nombre de Richardson. Le
passage de la premiére structure vers la deuxiéme se traduit d’une maniére brusque pour une valeur
bien déterminée de ce méme nombre et conduit a une bifurcation d’un régime constitué de deux
cellules a un autre constitué de quatre cellules.
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Effect of Richardson Number on Unsteady Mixed Convection in a

Square Cavity Partially Heated from Below

Sacia Kachi®", Fatima-zohra Bensouici', Nawel Ferroud;j'and Saadoun Boudebous®

Abstract: The objective of the present study is to analyze the laminar mixed convection
in a square cavity with a side length L and moving cooled vertical sidewalls. A constant
flux heat source with relative length I is placed in the center of the lower wall and all the
other horizontal sides of the cavity are considered adiabatic. The numerical method used
is based on a finite difference technique where the spatial partial derivatives and
boundary conditions of the phenomenon governing equations are discretized using a high
order scheme, and time advance is dealt with by the fourth order Runge Kutta method.
The Richardson number (Ri), which represents the relative importance of the natural and
forced convection, is chosen as the bifurcation parameter. The effect of the Richardson
number on the behavior of the fluid flow and the heat transfer has been analyzed.
Although the geometry and boundary conditions concerning the velocity and the
temperature are symmetrical relative to the vertical axis passing through the center of the
cavity, analysis of the results allowed us to detect the existence of symmetric and
asymmetric structures of the flow, completely different, depending on the value of the
Richardson number.

Keywords: Richardson number, mixed convection, square cavity, finite difference
method, bifurcation.

Nomenclature

g gravitational acceleration, m.s™

Gr Grashof number (= gBg" LY/ kv?)

k thermal conductivity, W.m™, K*

I length of the heat source, m

L length of the square cavity, m

n normal direction

Nu(x) dimensionless local Nusselt number
Nuav dimensionless average Nusselt number
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Pr Prandtl number, (= v/a)

q" Thermal flux density, W.m™

Re Reynolds number, (= VoL/ v)

Ri Richardson number (= Gr/Re?)

t time, s

T absolute temperature, K

To sidewall temperature, K

U horizontal dimensionless velocity component

Vo sidewall velocity, m.s™
vertical dimensionless velocity component

X,y dimensional Cartesian coordinates, m

X, Y dimensionless Cartesian coordinates (X=x/L,
Y=y/L)

Greek

symbols

o thermal diffusivity, m?. s*

B thermal expansion coefficient, K™

€ dimensionless length of the heat source

¢ dimensionless temperature

v kinematic viscosity, m?.s™

T dimensionless time

v stream function, m?.s*

¥ dimensionless stream function

® vorticity, s

Q dimensionless vorticity

1. Introduction

Heat transfer by natural and mixed convection in confined spaces has attracted attention
in recent years because of its importance, not only in the field of scientific academic
research but also in industrial processes, as for example in cooling of electronic devices,
heat exchangers, chemical reactors design, solar collectors, thermal storage system and
many other applications. Numerous studies of natural and mixed convection within
enclosures have been reported extensively in the literature that we can all mentioned here.
Therefore, we focus on the convective flows in cavities partially or fully heated from
below, with the particularity that the boundary conditions are strictly symmetric about the
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vertical axis through the center of the cavity. Most of these studies have revealed that
dynamic and thermal behavior of the convective flows in such configurations are strongly
dependent on both the enclosure geometry, the boundary conditions and the variation of
several parameters including Reynolds, Prandtl and Rayleigh (or Grashof) numbers. It is
well known that this high dependence can exhibit, in some cases, a large diversity of
complex dynamical and thermal behavior such as instability, symmetry breaking,
bifurcation and chaos. A detailed review of the existing literature, in connection with the
topic of this present study, can be subdivided into two categories, natural convection and
forced/mixed convection.

In the first category the studies mentioned in the literature have concentrated, for the
most part, on cavities heated partially or fully from below and cooled from above. The
heated part is maintained either at a constant temperature or at a constant heat flux and all
remaining boundaries are specified as adiabatic walls. Among these investigations,
[Robillard, Wang and Vasseur (1988)] and [Hasnaoui, Bilgen and Vasseurt (1992)]
demonstrated the existence of a large number of steady-state solutions depending on the
aspect ratio, Rayleigh number, and dimensionless length of the heated segment.
[Corcione (2003)] investigated the effects of the thermal boundary conditions at the
sidewalls and noticed that the number of cells of the flow field increases as the width-to-
height aspect ratio of the enclosure increases. [D’Orazio, Cianfrini and Corcione (2004)]
studied the effect of the aspect ratio of the cavity and the Rayleigh number on the
behavior of the fluid flow. They show that as the Rayleigh number increases, the flow
model evolves successively from a stable cell to two stable cells, then to one to three
periodic cells and finally to three periodic cells. This evolution leads to abrupt or smooth
changes in the Nusselt number. [Venturi, Wan and Karniadakis (2010)] used different
stochastic modeling approaches to study the bifurcation and stability process for specific
values of the Rayleigh and Prandtl number. They conclude that this method captures
accurately the onset of convective instability as well as multiple convection patterns
corresponding to random initial flow states. [Ngo, Il and Byon (2015)] also consider the
same cavity configuration as previously. Their work indicates that loss of symmetry can
occur for all values of the heated part when the Rayleigh number is greater than 10%.
More recently, [Bouabdallah et al. (2016)] reported the numerical results of the natural
Rayleigh-Benard convection in the rectangular cavities. Five bifurcation modes were
detected, all dependent on the value of the Rayleigh number and the aspect ratio of the
cavity. It should be noted that some authors have examined other geometric forms of
cavities, such as isosceles triangular enclosures [Ridouane and Campo (2006); Varol,
Oztop, and Koca (2008)], prismatic enclosures [Aich, Hajri and Omri (2011); Saha and
Gu (2015)], and trapezoidal enclosures [Tracy and Crunkleton (2012); Esfe et al. (2016)].

However, it is also possible to obtain, by studying natural convection in the similar
geometric configurations, perfectly stable flows, without loss of symmetry and without
bifurcations. [Aydin and Yang (2000-a), Saha et al. (2007) and Sharif and Mohammad
(2005)] studied numerically the natural convection in a square enclosure with centrally
localized heating from below and symmetrical cooling from the sides. The bottom
surface, except for the heated section, and the upper wall are considered adiabatic. The
dimensionless length of the heat source investigated are 1/5, 2/5, 3/5 and 4/5 and the
Rayleigh number is varied from 10! to 10°. [Calcagni, Marsili and Paroncini (2005),
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Corvalo and Paroncini (2008)] investigated the same problem experimentally by using
real-time and double-exposure holographic interferometry and numerically by using the
commercial finite volumes code Fluent. More recently [Raisi (2016)] examined the
natural convection in a square cavity filled with a non-Newtonian power-law fluid and
used the numerical finite difference method based on the control volume formulation and
SIMPLE algorithm. Certain studies have also been devoted to natural convection in other
geometric configurations: [Tzeng, Liou and Jou (2005)] considered a triangular enclosure,
[Basak et al. (2009)] treated a trapezoid enclosure, while [Ahmanache and Zeraibi (2013),
Alam et al. (2016)] examined a prismatic enclosure.

In this first category, relating to natural convection all studies cited above show that if the
sidewalls of the cavity are adiabatic, instabilities, loss of symmetry and bifurcation
phenomena have been found to depend mainly on Rayleigh numbers, aspect ratio and
vertex angles of the enclosure. In contrast, when the sidewalls are isotherm the fluid flow
does not exhibit any instability, loss of symmetry or bifurcations.

In the second category (mixed convection) when a difference in temperature is imposed
the effect of the flow due to the buoyancy and displacement of the wall makes the
analysis even more complex. The interaction of the sheared flow due to the movement of
the wall and the flow of the natural convection due to the buoyancy effect is up to now a
fundamental field of research and requires a complete analysis to understand the physics
of the resulting flow and heat transfer. [Aydin and Yang (2000-b)], and Guo and Sharif
(2004)] considered the numerical studies of the laminar mixed convection in a 2D cavity
with an adiabatic upper wall and cold vertical walls moving downward at a constant
velocity. A heat source is placed in the center of the lower wall. [Guo and Sharif (2004)]
imposed a constant heat flux whereas [Aydin and Yang (2000-b)] considered a fixed
temperature wall and the remaining part of this wall is supposed to be adiabatic. The
effects of the length of the heat source and the Richardson number were studied. In these
two cases the effects of the forced and natural convection being co-operating, neither
instabilities nor rupture of symmetry or bifurcation were observed.

The present study differs from [Aydin and Yang (2000-b)] and [Guo and Sharif (2004)]
in that here the direction of the displacement of the sidewalls are reversed thus creating a
competition between the forced convection and the natural Rayleigh-Bénard convection.
Therefore, it is interesting to establish the flow pattern and to predict the various critical
values of the Richardson number for the occurrence of loss of symmetry and bifurcations,
if these are indeed present in the fluid flow.

2. Model description

The physical model considered is depicted in Fig. 1. A square cavity whose sidewalls are
maintained at fixed cold temperature T, and move upwards with a fixed velocity Vo. A
heat source maintained at constant heat flux g*’ and has a length | equal to 4/5 of L is
placed in the center of the lower wall. All the other parts of the cavity are adiabatic. The
flow in the cavity is induced by the force of shearing resulting from the movement of the
side walls combined with the buoyancy force resulting from the heat source.
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Figure 1: Schematic diagram of the physical model

3. Equations and Mathematical Expressions

The mixed convection phenomena to be investigated here are described by the complete
Navier-Stokes and energy equations for two-dimensional laminar incompressible flow.
The viscous dissipation term in the energy equation is neglected and the classical
Boussinesq approximation is invoked for the buoyancy inducted body force term in the
momentum equation. The 2-D governing equations are transformed into stream function-
vorticity (¥-2) formulation and can be written in non-dimensional forms:

3.1. Energy Transport Equation
2 2
® 00 00 1 {a(a a@)} (1)

—+U V= | 5+
ot oX oY RePr|oX® oY

3.2. Vorticity Transport Equation

2 2
aQ+UaQ+V69=1[a%+a?}+Ria® (2)
or oX oY Re|oX® oY oX
3.3. Stream Function Equation
ol
- 4+ =-0 (3)
oxX?*  oY?
3.4. Components of the Velocity
u_¥ __o¥ @)

oY X
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The dimensionless vorticity is defined by:
Vo au

S oX oY

Where Re, Pr and Ri denote, respectively, Reynolds, Prandtl and Richardson numbers.
They are defined as:

Re = Yok pr=" Ri= 2"
v a Re
The Grashof number Gr is expressed by:
ny 4
or o 9/a"L

kv?

Here v is the kinematic viscosity, o is the thermal diffusivity, £ is the thermal expansion
coefficient of the fluid and g represents the gravity acceleration and k is the thermal
conductivity. The ratio Gr/Re? (Richardson number Ri) is a measure of the relative
strength of the natural convection and forced convection and plays an important part to
indicate the modes of convection. Dimensionless variables are given by the following
expressions:

_ k(T 7T0) L NG /4

Q=—ow

o =
a"L Vv, LV,

X=X yv=Y U:i V:L z—:tﬁ
L L V, V, L

The numerical resolution of the previous equations is based on the following initial and
boundary conditions:

» The initial conditions (z = 0) are :

O0<Y<l & 0<X«1: =0 ¥Y=0 Q=0

» The boundary conditions (z > 0) are :

X =0

X_l}& 0<Y<1l =»U=0=¥=0 V=1 (52)

Y=0 & 0<X<(1-¢)/2&(1+¢)/2<X <1

(5b)
~u=v-yw-0 P_p
oY
Y=0 & (1-£)/2<X <(1+¢)/2
a-e)/22x <02) 50
=>U=V=¥=0 —=-1.
oY
V=1 & 0<X<1 »U=v=w=0 ©@_pg (5d)

oY
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Where ¢ = I/L is the dimensionless length of the heat source.

Wall vorticity is evaluated by the development of first order Taylor series, which is a
function of the stream function and the walls velocity. The expressions are:

N = 1z (Wi = i)

O = 2oz (Wiw Vi)

QP = A>2<§ (Wo; — W —AX,)
QL = A>2<02 (Ww; =¥ +AX,)

Where index w denotes the node located just on the wall, i and j are node locations in the
X and Y directions, respectively. The first grid spacing in the X and Y directions are
denoted by 4X, and AYo, respectively.

4. Numerical Method

4.1. Discretization

The system of Eqgs. (1-4), together with the boundary conditions Eq. (5a-d) have been
discretized and solved using the finite difference method. For solving nonlinear systems
of differential partial equations, the fourth-order Runge-Kutta method is known to be
quite effective compared to other methods. The convective terms in Eqgs. (1-2) are
discretized using the accurate third order upwind scheme of [Kawamura et al. (1985)]
taking into account the sign of the velocity. A fourth-order centered scheme was adopted
for the discretization of the diffusive terms, the source term in Eq. (2), and the explicit
evaluation of the U and V components of the velocity vector in Eg. (4). The mirror-point
technique due to [Leonard (1979)] was used to maintain the fourth-order centered scheme
of the first and second spatial partial derivatives in the grid points adjacent to the walls.
An iterative procedure based on successive Non Linear Over Relaxation method (NLOR)
was used to solve the discretized stream function Eq. (3) in each time step of Runge-
Kutta procedure. The iterative procedure is stopped when the maximum relative change
in stream function between two consecutive iterations is less than 10°.

The dimensionless local and average Nusselt numbers of the bottom wall are defined,
respectively, by:

1
®,(X)

The average Nusselt number (Nua) is integrated using Simpson’s rule.

. 1
Nu(X)= : Nuavzzjo Nu (X )dX

4.2. Grid Independence Test
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Grid independence tests were carried out. Computed results of the average Nusselt
number with Ri = 10, Re = 100 and Pr = 0.71 obtained using different grid sizes are
given in Tab. 1. As a compromise between accuracy and CPU time, it was decided to use

a non-uniform grid with 101x101 grid points for subsequent calculations.

Table 1: Comparison of the average Nusselt number for various grid arrangements

Grid size Average Nusselt number Relative error in %
201x201 568913 | -
161x161 5.68334 0.10
101x101 5.66724 0.49

81x81 5.65734 0.56

4.3. Code Validation

The computer code developed with Fortran language has been validated by considering
the geometric configuration investigated by [Aydin and Yang (2000)]. We report in Fig.
2 and Fig. 3 a comparison of the average Nusselt number Nua, of the heat source and the
dimensionless vertical velocity profiles, at the horizontal mid-plane respectively. As can
be noticed from these figures the obtained results show a good agreement between both
models.

4

=1/
Re=100
Lines: present study
5 Svmbols:Avdin and Yang (2000-h)
]
=
i‘f
3. J — .
_-_l_'-t_r"_._-_qf.
0.1 1 10
Ri

Figure 2: Comparison of the average Nusselt number Nu.y with results of Aydin and
Yang (2000-b)
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Figure 3: Comparison of the vertical component velocity V at Y = 0.5 with results of
Aydin and Yang (2000-b)

5. Results and Discussion

In this study, the fluid flow and heat transfer phenomena are investigated for a wide range
of Richardson numbers to detect various behaviors of the fluid flow in the cavity. Air was
the working fluid with a constant Prandtl number of 0.71. The Reynolds number was
fixed at 10? and the value of the Grashof number is between 5.10° and 10° depending on
the value of the Richardson number.

5.1. Effect of Richardson number

The results of the effect of increasing the Richardson number on the average Nusselt
number for the different simulations are shown in Figure 4. It can be observed that the
average Nusselt number along the bottom heated wall of the cavity increases
continuously with increasing Ri. However, three different behaviors of the fluid flow may
be observed from this figure. To show these two bifurcations, stream functions (above the
curve) and isotherms contours (below the curve) are plotted on the same figure for
Richardson numbers equal to 10, 35 and 45. A first bifurcation is located at point B while
a second is located at point C. Point B marks the transition from a flow characterized by
two perfectly symmetrical cells to a flow characterized by two asymmetrical cells, and
point C indicates the passage of the previous flow to a flow characterized by two pairs of
perfectly identical cells. It should be noted that some results concerning this second
bifurcation are detailed and reported in [Kachi, S. and Boudebous, S. (2016)].
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Figure 4: Variation of the average Nusselt number Nua, with Richardson number Ri

5.2. First Bifurcation

The first bifurcation occurs at point B (Fig. 4), when the Richardson number Ri increases
from 15.6 to 15.7 and the Nua, decreases abruptly from 6.14 to 6.12. Visual examination
of the streamlines indicated in Fig. 5 shows a slight difference of the flow behavior
before and after the first bifurcation. However, a slightly more pronounced asymmetry
was observed in the isotherms shown in Fig. 6. In each case, we note that thermal
stratification exists near the heated part. The ascending movement of the sidewalls leads
upwardly adjacent fluid layers to the walls by viscous forces; we also note that the cold
temperature prevails in the whole upper part of the cavity. In fact, the low heat flow
recovered by the fluid from the heat source is directly discharged through the lower
portion of the vertical walls.

Therefore, the temperature distribution is not affected by the increase of Ri; this justifies
the dominance of shear forces with respect to buoyancy forces. Moreover, it is also
visible in Fig. 5 (b) and Fig. 9 (a) that the right cell becomes progressively larger than the
left, probably because the thermal boundary condition effect begins to generate a loss of
symmetry of the fluid flow in the cavity. It is interesting to note that this asymmetry of
the flow regime becomes more noticeable with the increase in Ri until it reaches the limit
value of 41.4.
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Figure 5: Streamlines for Ri = 15.6 (a) and Ri = 15.7 (b)
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Figure 6: Isotherms for Ri = 15.6 (a) and Ri = 15.7 (b)

The change in the flow behavior in this first bifurcation is depicted more clearly in Fig. 7,
which shows the evolution of the Nuay along the hot surface (Fig. 7 (a)) and the
temperature at the center of the cavity (Fig. 7 (b)). We can see that the value of the Nuay
remains constant and equal to 6.14 at Ri = 15.6, while for Ri = 15.7 the value of the same
number begins to decrease gradually at r =12.5 10° and becomes stable and equal to 6.12
at r =22.5 10°% At the same time, the temperature computed at the center of the cavity
increases gradually from 3.2 10 to 4.2 103, It is obvious that if the standard test of
convergence is applied to stop the calculations, the solution would have converged at 7 =
15, but the results obtained in the figure 7, for Ri = 15.7, indicates that the change in fluid
flow begins to occur at r = 12.5 10° to be stabilized at r = 22.5 10%. It took a calculation
time of between 2 and 3 days for each numerical simulation, while the Richardson
number Ri is between 15 and 16, on a "HP Z820 Workstation" to detect this first
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bifurcation. In this case the corresponding number of iterations can reach about 225
million with a time step 47 equal to 10,
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Figure 7: Evolution of the Nuay, (a) and the temperature at the center of the cavity (b) for
Ri =15.6 and 15.7

5.3. Second Bifurcation

The second bifurcation occurs at point C (Fig. 4), when the Richardson number Ri
increases from 41.4 to 41.5 the number of Nusselt decreases suddenly from 7.42 to 7.20.
Fig. 8 and Fig. 9 show the dynamic and thermal fields for Richardson numbers equal to
41.4 and 41.5 respectively. It is interesting to observe that before and after this second
bifurcation, the behavior of the flow in the cavity becomes radically different. Indeed, it
goes from a state characterized by two unbalanced cells to a state characterized by two
pairs of cells perfectly symmetrical. The pair of contra rotating cells in the center of the
cavity is mainly managed by the buoyancy forces and viscous forces maintain the pair of
clamped cells close to vertical moving walls (Fig. 8 (b)). In this flow regime, the heat
recovered from the heat source is conveyed by convection, in the form of a thermal
plume, to the top of the cavity by the pair of cells in the center. This is what explains the
relatively high temperatures in the central portion of the cavity. The heat is dissipated
fairly through the two sidewalls (Fig. 9 (b))).
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Figure 8: Streamlines for Ri = 41.4 (a) and Ri = 41.5 (b)
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Figure 9: Isotherms for Ri = 41.4 (a) and Ri = 41.5 (b)

The evolution of the average Nusselt number and the component U of the velocity at the
center of the cavity are shown in Fig. 10 and Fig. 11 respectively. The value of the
average Nusselt number (Fig. 10) fluctuates during the first instants (z < 20) and then
decreases progressively to be stabilized at a fixed value equal to 7.20 for Ri = 41.5, while
for Ri = 41.4, it presents an oscillation between = 30 and z = 70 before being stabilized
at a fixed value equal to 7.41. Unlike the first bifurcation, we found it useful to highlight
the asymmetry of the fluid flow, not considering the temperature computed at the center
of the cavity, but by plotting in Fig. 11 the quantitative evolution of the horizontal
component U of the velocity computed at the same point (X=0.5, Y=0.5). A closer
examination of this figure reveals that for Ri = 41.5 the U component remains constant
equal to O indicating no fluid passing through the vertical center plane, while for Ri =
41.4 it fluctuates, then increases, afterwards gradually decreases to be stabilized at a
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negative value equal to -0.7. As expected from Fig. 8 (a) more fluid is transferred from
the right side of the cavity to its left side.

e]
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Figure 10: Evolution of the average Nusselt number for Ri = 41.4 and 41.5
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Figure 11: Evolution of the component U of the velocity at the center of the cavity for Ri
=41.4and 41.5

6. Conclusion

This study investigates numerical unsteady laminar mixed convection in a square cavity
with constant heat flux applied on a part of the bottom wall. The sidewalls of the cavity
are subjected to a constant cold temperature and a fixed upward velocity. The other parts
of the cavity are considered adiabatic. The finite difference method was used to discretize
the equations governing the studied phenomenon. The numerical results are obtained for
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different values of the Richardson number. Reynolds and Prandtl numbers are kept
constant at values equal to 100 and 0.71 respectively.

In the confined flow, a competition between the shearing forces resulting from the
movement of the sidewalls combined with the buoyancy forces resulting from the heat
source may be at the origin of the bifurcation phenomena. The results of different
numerical simulations carried out clearly indicate the existence of two bifurcations
occurring in the given geometry. The first bifurcation is located at a Richardson number
between 15.6 and 15.7 and the second bifurcation is between the values 41.4 and 41.5 of
the same number. In the first bifurcation, the resulting flow consists of the transition from
two symmetric counter-rotating vortices to two asymmetric counter-rotating vortices. In
the second bifurcation, the resulting flow consists of the transition from two asymmetric
counter-rotating vortices to four symmetrical counter-rotating vortices.

A particular feature in this study is related to the total absence of an a priori knowledge of
the existence of bifurcations since the boundary conditions adopted here are perfectly
symmetrical. These bifurcations would not have been revealed, if we had considered half
the domain, with the symmetry condition on the vertical axis passing through the center
of the cavity and if we had used the classic test of convergence of the solution to stop the
calculations. This would have led to erroneous conclusions about the behavior of the fluid
flow and the inability to find the non-symmetric solutions.
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n the present study, we are interested in the numerical simulation of the air flow in mixed laminar convection, in a two-

dimensional square cavity with a side length L while the isothermal sidewalls are moving simultaneously with an upward
constant velocity in the vertical direction and subjected to a cold temperature. A constant flux heat source with relative length
1 is placed in the center of the lower wall. The other parts of this cavity are considered adiabatic. A mathematical model based
on the stream function-vorticity (y-w) formulation is used. Discretization of the governing equations is achieved through
a finite difference method considering a non-uniform mesh where the spatial partial derivatives and boundary conditions
of the phenomenon governing equations are discretized using a high order scheme, and time advance is dealt with by the
fourth order Runge Kutta method. The Richardson number (R)), which represents the relative importance of the natural and
forced convection, is chosen as the bifurcation parameter. Although the geometry and boundary conditions for velocity and
temperature are symmetrical with respect to the vertical axis passing through the center of the cavity, the analysis of the first
results made it possible to detect the existence of a radical change of the flow for values of the Richardson number between

15.6 and 15.7.
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Figure 1: Schematic diagram of the physical model.
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Abstract— Dans ce travail nous nous intéressons & une étude
numérique du phénoméne de la génération d’entropie en
convection mixte laminaire dans une cavité carrée. Les parois
latérales de la cavité, soumises a une température froide, se
déplacent vers le haut avec une vitesse constante. Une source de
chaleur est placée au milieu de la paroi inférieure. Toutes les
autres parois de la cavité sont considérées adiabatiques. Les
équations générales de conservation, formulées par un modele
mathématique basé sur I’approche « fonction de courant-vorticité
(v, ®) », sont discrétisées par la méthode des différences finies.
Les résultats obtenus présentent I’influence du nombre de
Prandtl pour différentes valeurs du nombre de Richardson sur
les caractéristiques des champs de la génération d’entropie.
Keywords— Génération d’entropie, convection mixte,

Différences Finies, Nombre de Prandtl, Cavité Carrée.

I. INTRODUCTION

Les écoulements des fluides dans des espaces confinés
avec transfert de chaleur se rencontrent dans de tres nombreux
domaines de la science et de la technologie tels que par
exemple, le refroidissement des composants €électroniques, le
chauffage et climatisation, les processus biotechnologiques
etc. La résistance thermique et le frottement sont des
mécanismes qui générent une irréversibilité lors des
écoulements de fluide présents dans tout processus de transfert
de chaleur. Cependant, la premiére et la deuxieme loi de la
thermodynamique indiquent que ces irréversibilités entrainent
une perte de travail utile (génération d'entropie) dans les
processus de transfert de chaleur. L'un des principaux défis de
I'ingénierie thermique est de minimiser la génération d'entropie
d'un systeme pour collecter le maximum de travail utile et
améliorer ainsi l'efficacité énergétique du systéme [1, 2]. Les
études théoriques les plus importantes de la production
d’entropie dans les processus de transfert de chaleur ont été

CopyrightIPCO-201!
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décrites dans plusieurs ouvrages de Bejan [3, 4]. Les concepts
fondamentaux de I'énergie, de l'entropie et de leurs
applications dans de nombreux domaines scientifiques et
technologiques ont été bien détaillés par Dincer et Cengel [5].
De nombreux travaux sur la génération d'entropie dans
différents processus ont déja été rapportés par Oztop et Al-
Salem [6] et plus récemment par Oztop et al. [7]. L’étude de la
littérature montre qu’aucune attention particuliécre n'a été
accordée a la convection mixte dans la configuration
géomeétrique considérée dans ce travail. Cette contribution vise
a étudier I’influence des nombres de Prandtl et de Richardson
sur la distribution de la génération de 1’entropie et du nombre
de Bejan en régime de convection mixte dans la dite
configuration géométrique.

II. DESCRIPTION DU PROBLEME

La géométrie considérée dans cette étude est une cavité
carrée illustrée sur la figure 1. Elle contient une source de la
chaleur sur la paroi inférieure soumise a une température
constante T, les parois verticales se déplacent vers le haut
avec une vitesse fixée Vq, et sont maintenues a une température
froide constante T; Les autres parois sont supposées
adiabatiques. Nous supposons que 1’écoulement est laminaire
et bidimensionnel, le fluide newtonien et incompressible et
qu’il satisfait I’hypothése de Boussinesq.


mailto:1n.ferroudj@ensbiotech.edu.dz
mailto:2kachi.sacia@gmail.com
mailto:s_boudebous@yahoo.fr
User1
Typewritten Text
International Journal of Scientific Research & Engineering Technology (IJSET)
Vol.7 pp. 49-53

User1
Typewritten Text
Copyright IPCO-2019
ISSN 1737-9296


Internationallournalof ScientificResearct& Engineeringlechnology(IJSET,
Vol.7 pp.49-53

& adiabatique

Vo - v,
l =

[ e ———
[l

|

T

©

adiabatiques
L

F 3

 J

Figure 1. Configuration géométrique

Le modéle mathématique, basé sur la formulation fonction
du courant-vorticité (y-o), régissant le phénomene de la
convection mixte est donné par les équations adimensionnelles
suivantes :

A. Equation d’énergie :

2 2

%Jru %-FV%:—:L 8_02+6_¢Z (D)
or oX oY RePr\ox® oY
B. Equation de la vorticité :

2 2
or oX oY Re|oX® oY oX
C. Equation de la fonction de courant :
dy Py
— 4 =— 3
oX?  ov? ®)
D. Composantes de vitesses :
u-v LV __ov (4)

Y oX

Les paramétres figurant dans ces équations sont,
respectivement, les nombres de Reynolds, de Prandtl et de
Richardson et sont définis par les relations suivantes :

Re _ Vb . pr=Y , Ri= G_r2 ,
1% a Re
T-T, )1
Gr= gﬂ( S ) est le nombre de Grashof.

Les variables primitives et les variables sans dimensions
sont reliés par les expressions suivantes :

x=X yo¥ o T 4 v T:tﬁ,p:p_go
L T T, v, v, L Y
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Dans ces relations x et y sont les coordonnées
cartésiennes ; u et v sont les composantes de la vitesse ; g est
I’accélération terrestre, T est la température, t est le temps et p
est la pression. v, a, et B désignent, respectivement, la
viscosité, la diffusivité thermique et le coefficient d’expansion
thermique.

La résolution des équations précédentes est basée sur les
conditions aux limites figurant sur la figure 1.

L’équation permettant la détermination du champ de la
génération dans le domaine considéré est donnée par
I’expression suivante [2] :

(22 (2] (322 o

Sy s

74
Dans cette formule Sg est la génération d’entropie

thermique, Sl// la génération d’entropie visqueuse et

2

- HY% est le coefficient de distribution d’irréversibilité.

kAT?

Le nombre de Bejan (Be) local qui exprime le rapport entre
la génération d’entropie thermique et la génération d’entropie
totale est définit par :

Sy

Be =
SH+SV,

(7)

L’intégration numérique, des équations (6) et (7), sur toute
la surface de la cavité (Voir 1’équation (8)) nous permet de
calculer la génération de I’entropie moyenne et le nombre
moyen de Bejan.

Sgen = EJ‘:(SQ +8y ) dXdY Be- I: j: Be dXdY  (8)

I11. PROCEDURE NUMERIQUE

Le systéme d’équation (1-4) avec les conditions aux limites
(5a-5d) a eté discrétisé par la méthode des différences finies.
La discrétisation suivant le temps est assurée par la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 4. Les termes convectifs sont
discrétisées a ’aide d’un schéma Upwind du 3°™ ordre, alors
que les termes diffusifs et les termes sources sont traités par un
schéma de différences centrales du 4°™ ordre. L’équation de la
fonction de courant est résolue par la méthode itérative de sur
relaxation N.L.O.R. (Non Linear Over Relaxation). Une fois
les champs thermique et hydrodynamique déterminé les
équations (6 et 7) sont résolues pour obtenir, respectivement,
les champs de la génération de 1’entropie et le nombre local de
Bejan. Une série de simulations préalables nous a permis
d’opter pour un maillage non uniforme de 100x100 nceuds
suivant chaque direction. Un code de résolution a été établi en
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langage Fortran et a été validé en considérant le travail
d’Aydin et Yang [8].

VI. RESULTATS

Les simulations numériques ont été effectuées pour un
nombre de Reynolds fixé a 100, une longueur adimensionnelle
de la partie chauffée ¢ égale a 0.8 et un coefficient de
distribution d’irréversibilit¢ ¢ égal a 10™. Trois valeurs du
nombre de Prandtl (0.0198, 0.71 et 3.02) caractérisant,
respectivement, le mercure, I’air et I’eau ont été€ considéré pour
étudier leur influence sur les champs de la génération
d’entropie et du nombre de Bejan et 1’évolution de leur
moyenne en régime de convection naturelle dominante
(Ri=15).

A. Les champs de la génération d’entropie totale

Les contours de la génération d’entropie totale sont
montrés par la figure 2 pour les différents fluides considérés.
Nous constatons que la génération totale d'entropie augmente
en fonction du nombre de Prandtl. Aux faibles valeurs de ce
nombre, la variation de I'entropie totale ne varie pas beaucoup
car le mécanisme de conduction domine et que le gradient de
température et le champ d'écoulement sont si réduits ; mais
pour les valeurs élevées de ce nombre, I'augmentation de la
production totale d'entropie est plus importante, ce qui peut
s'expliquer par l'augmentation de 1’intensité de I'écoulement du
fluide et des gradients de la température. En outre cette
génération de 1’entropie devient de plus en plus significative et
se développe sur les parois latérales et la partie chauffée de la
paroi inférieure.

Figure 2. Génération d’entropie totale (a) Mercure Pr=0.0198, (b) Air Pr=0.71
et (c) Eau Pr=3.02

B. Les champs du nombre de Bejan

Les contours du nombre local de Bejan sont montrés dans
la figure 3 pour les différents fluides considérés. Des valeurs
(a) maximales de ce nombre sont obtenues presque dans toute la
cavité, sauf dans une partie médiane située sur la paroi
supérieure qui se rétrécie au fur et a mesure que le nombre de
Prandtl augmente.
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Figure 3. Nombre de Bejan (a) Mercure Pr= 0.0198, (b) Air Pr=0.71 et (c) Eau
Pr=3.02

C. Evolution de la génération d’entropie moyenne et du
nombre de Bejan moyen

L’évolution de la génération d’entropic moyenne et du
nombre de Bejan moyen est montrée, respectivement, dans la
figure 4 (a) et (b).Cette évolution présente des fluctuations
dans les premiers instants avant de se stabiliser a des valeurs
constantes. Ces valeurs confirment les résultats précédents a
savoir que la génération de I’entropie totale augmente au fur et
a mesure que le nombre de Prandtl augmente. Le nombre
moyen de Bejan de ’air est 1égérement inférieur que ceux du
mercure et de I’eau.
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Figure 4. Evolution de la génération d’entropie (a) et du nombre de
Bejan (b)
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IV. CONCLUSIONS

Dans cette étude numérique nous avons considéré
I’influence du nombre de Prandtl sur la génération d’entropie
de I’écoulement d’un fluide ou la convection naturelle est
dominante (Ri=16). La configuration géométrique explorée est
une cavité carrée chauffée par le bas et dont les parois latérales
froides se déplacent vers le haut avec une vitesse constante.
Toutes les autres parties de cette cavité sont considérées
adiabatiques. Les résultats préliminaires montrent:

e Une augmentation significative de la génération
d’entropie moyenne quand le nombre de Prandtl
augmente.

e Le nombre de Bejan moyen, pour tous les fluides
considérés, est supérieur a 0.5 confirmant que la
génération de 1’entropie est essentiellement produite
par les gradients de température.
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Résumé

Dans la présente étude, nous nous intéressons a la simulation numérique de la convection mixte
laminaire d’écoulement d'air, dans une cavité carrée. Une source de chaleur a flux constant de longueur
relative "l " est placée au centre de la paroi inférieure de cette cavité. Les parois latérales sont maintenues a
une température froide constante "T;" et se déplacent vers le haut avec une vitesse fixe "Vy", tandis que,
toutes les autres parties de la cavité sont considérées comme adiabatiques. Un modéle mathématique basé
sur la formulation fonction de courant-vorticité (¥-£2) est utilisé. Les équations régissant ce phénomene
sont discrétisées par la méthode des différences finies en considérant un maillage non uniforme. La
géomeétrie et les conditions aux limites de vitesse et de température sont symétriques par rapport a l'axe
vertical passant par le centre de la cavité. Le nombre de Richardson (Ri), qui représente l'importance

relative de la convection naturelle et forcée, est choisi comme parametre de bifurcation.

Les résultats obtenus sont présentés sous forme de champs thermiques et dynamiques, avec
I'évolution temporelle des nombres de Nusselt moyens. L'analyse de ces résultats a permis de détecter
l'existence de deux changements radicaux sur la structure d’écoulement pour les deux valeurs critiques du
nombre de Richardson 15.6 et 41.5 (phénoméne de bifurcation), alors que, I’analyse des résultats obtenus
met en évidence l'existence de trois structures d’écoulements complétement différentes en fonction de la
valeur du nombre de Richardson. Dans une premiére phase, I'écoulement est constitué de deux cellules
parfaitement symétriques. Une bifurcation vers un régime d'écoulement asymétrique caractérisé par
l'apparition brusque de deux cellules principales mais dissymétriques est mise en évidence pour la
deuxiéme phase, alors que, la derniére phase est caractérisée par la naissance de quatre cellules
symétriques. Le passage de la 2™ 3eme

phase vers la phase, provogue une diminution soudaine et

importante du nombre de Nusselt moyen.
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