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RESUME  

 

Dans la présente étude, nous nous intéressons à la simulation numérique de la 

convection mixte laminaire d’écoulement d'air, dans une cavité carrée. Une source de 

chaleur à flux constant de longueur relative "l " est placée au centre de la paroi inférieure 

de cette cavité. Les parois latérales sont maintenues à une température froide constante "Tf" 

et se déplacent vers le haut avec une vitesse fixe "V0", tandis que, toutes les autres parties 

de la cavité sont considérées comme adiabatiques. Un modèle mathématique basé sur la 

formulation fonction de courant-vorticité (𝛹-𝛺) est utilisé. Les équations régissant ce 

phénomène sont discrétisées par la méthode des différences finies en considérant un 

maillage non uniforme. La géométrie et les conditions aux limites de vitesse et de 

température sont symétriques par rapport à l'axe vertical passant par le centre de la cavité. 

Le nombre de Richardson (Ri), qui représente l'importance relative de la convection 

naturelle et forcée, est choisi comme paramètre de bifurcation. 

 

Les résultats obtenus sont présentés sous forme de champs thermiques et 

dynamiques, avec l'évolution temporelle des nombres de Nusselt moyens. L'analyse de ces 

résultats a permis de détecter l'existence de deux changements radicaux sur la structure 

d’écoulement pour les deux valeurs critiques du nombre de Richardson 15.6 et 41.5 

(phénomène de bifurcation), alors que, l’analyse des résultats obtenus met en évidence 

l'existence de trois structures d’écoulements complètement différentes en fonction de la 

valeur du nombre de Richardson. Dans une première phase, l'écoulement est constitué de 

deux cellules parfaitement symétriques. Une bifurcation vers un régime d'écoulement 

asymétrique caractérisé par l'apparition brusque de deux cellules principales mais 

dissymétriques est mise en évidence pour la deuxième phase, alors que, la dernière phase 

est caractérisée par la naissance de quatre cellules symétriques. Le passage de la 2
ème

 phase 

vers la 3
ème

 phase, provoque une diminution soudaine et importante du nombre de Nusselt 

moyen. 

   

 

Mots-clés : Convection mixte, méthode des différences finies, nombre de Richardson,     

                                                      phénomène de bifurcation. 
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ABSTRACT 

 

In the present study, we are interested in the numerical simulation of laminar mixed 

convection of air flow, in a square cavity. A constant flux heat source with relative length 

"l" is placed in the center of the lower wall from this cavity. The sidewalls are maintained 

at a constant cold temperature "Tc" and move upwards with a fixed velocity "V0", whereas, 

all the other parts of the cavity are considered adiabatic. A mathematical model based on 

stream function-vorticity formulation (𝛹- 𝛺) is used. The governing equations of this 

phenomenon are discretized by the finite difference method considering a non-uniform 

mesh. The geometry and boundary conditions for velocity and temperature are symmetrical 

with respect to the vertical axis passing through the center of the cavity. The Richardson 

number (Ri), which represents the relative importance of the natural and forced convection, 

is chosen as the bifurcation parameter.  

 

The obtained results are presented in the form of thermal and dynamic fields, with 

the temporal evolution of the average Nusselt numbers. The analysis of these results made 

it possible to detect the existence of two radical changes in the flow structure for the two 

critical values of the Richardson number 15.6 and 41.5 (bifurcation phenomenon), 

whereas, the analysis of these results shows the existence of three flow structures 

completely different depending on the value of the Richardson number. In a first phase, the 

flow consists of two symmetric main cells. A bifurcation towards an asymmetric flow 

regime characterized by the sudden appearance of two main but dissymmetrical cells is 

demonstrated for the second phase, while, the last phase is characterized by the birth of 

four symmetrical cells. The transition from the 2
nd

 phase to the 3
rd 

phase causes an abrupt 

and a significant decrease in the average Nusselt number. 

 

 

Keywords: Mixed convection, finite difference method, Richardson number, bifurcation  

                                                                   phenomenon.  
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 الملخص

لعددٌة لظاهرة الحمل الحراري الصفائحً المزدوج المحاكاة افً هذا العمل قمنا بدراسة 

السفلى  ٌحتوي على مصدر لتدفق حراري ثابت فً قاعدته, لتدفق الهواء داخل تجوٌف مربع الشكل

 ".ل "أٌن ٌتموضع على الطول النسبً 

بحٌث ٌتحركان , "بد "ثابتة  (باردة)الجداران الجانبٌان خاضعان لدرجة حرارة منخفضة 

فً حٌن أن جمٌع الأجزاء الأخرى فً التجوٌف تعتبر معزولة " 0س"نحو الأعلى بسرعة ثابتة 

 .حرارٌا

ٌتم تقدٌر المعادلات التً تحكم هذه الظاهرة من خلال استعمال طرٌقة الفروق المنتهٌة عن 

 .طرٌق النظر فً شبكة غٌر منتهٌة

 الشروط الابتدائٌة و الحدودٌة للسرعة و درجة الحرارة متناظرة فٌما ٌتعلق بالمحور            

 للحمل النسبٌة المحصلة ٌمثل الذي نستخدم العدد رٌتشاردسون .العمودي المار عبر مركز التجوٌف

        .كمعلم للتشعب ;والمٌكانٌكً الطبٌعً الحراري

ٌتم تقدٌر النتائج المتحصل علٌها على شكل حقول حرارٌة و دٌنامٌكٌة إلى جانب متوسط عدد 

 .نٌسالت

و ذلك , مكنتنا الدراسة التحلٌلٌة لهذه النتائج من اكتشاف وجود تغٌرٌن جذرٌٌن فً بنٌة التدفق

من خلال تحلٌل   ;41.5 و 15.6ابتداء من القٌمتٌن الحرجتٌن لعدد رٌتشاردسون المتمثلتٌن فً 

العدد  النتائج المتحصل علٌها نستنتج وجود ثلاثة بنٌات مختلفة تماما للتدفق بالاعتماد على قٌمة

 .رٌتشاردسون

فً المرحلة الأولى نلاحظ وجود خلٌتٌن رئٌسٌتٌن متماثلتٌن متناظرتٌن بٌنما المرحلة الثانٌة ٌتكون 

تدفق غٌر متماثل ٌتمٌز بمظهر مفاجئ لخلٌتٌن رئٌسٌتٌن غٌر متناظرتٌن فً حٌن أن المرحلة الأخٌرة 

. تتمٌز بنشوء أربع خلاٌا متناظرة

الانتقال من المرحلة الثانٌة إلى المرحلة الثالثة ٌؤدي لانخفاض مفاجئ و هام فً متوسط عدد 

 .نٌسالت

ظاهرة - عدد رٌتشاردسون- طرٌقة الفروق المنتهٌة- الحمل الحراري المزدوج :الكلمات المفتاحٌة 

 .التشعب
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INTRODUCTION GENERALE 

 

1. GENERALITES  

 

Le régime de fonctionnement d'une installation chimique quelconque dépend de la 

combinaison d'un très grand nombre de paramètres. Si le processus de la transformation 

chimique est primordial il reste néanmoins que les mécanismes de transport de la matière, 

de la chaleur et de la quantité de mouvement le sont aussi. Ces phénomènes de transfert de 

la quantité de mouvement, de la chaleur, de la matière, groupés sous l’appellation de 

« phénomène de transport » constituent actuellement une partie intégrante du Génie des 

Procédés.  

 

En effet l’étude et le design des équipements des installations d’un processus 

complet de l’industrie chimique ne sauraient se faire, dans des conditions appropriées et 

conformes aux normes techniques, sans la maitrise de telles disciplines à cause de leur 

présence, leur interaction et leur couplage dans ce processus. Dans n’importe quelle 

système la convection et la diffusion de la chaleur, de la matière et des espèces chimique 

sont fortement liées au champ hydrodynamique de l’écoulent qui à son tour subi 

l’influence des changements de ces grandeurs physiques. 

 

 Le transfert thermique constitue une partie essentielle de la physique générale qui 

concerne les aspects les plus familiers de l’énergie : la transmission de la chaleur. 

L’existence d’une différence de température entre deux systèmes ou au cœur même d’un 

système génère un transfert automatique d’énergie, sous forme thermique (chaleur) qui se 

propage de la partie la plus chaude vers la partie la plus froide jusqu’à un établissement 

d’équilibre thermique qui se manifeste par une homogénéité de la température dans le ou 

les systèmes considérés. Ce transfert de la chaleur peut se faire suivant trois 

mécanismes différents : la conduction qui implique un contact direct entre la partie chaude 

et la partie froide (échange intermoléculaire), la convection générée par une modification 

de la masse volumique du fluide induisant ainsi un mouvement du fluide et le rayonnement 

qui engendre une transmission de la chaleur par ondes électromagnétiques. Ces trois modes 

peuvent intervenir simultanément dans le transfert thermique mais dans la plus part des cas 

seule la convection est considérée. 
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La particularité du transfert de la chaleur par convection réside dans le fait que 

l’existence, dans un fluide au repos ou en écoulement, de gradients de température et/ou de 

concentration donnent naissance à des forces de flottabilité ou d’Archimède (buoyancy 

forces en anglais) et qui à leur tour engendrent un écoulement spontané quand le fluide est 

au repos (convection naturelle) ou augmenter/diminuer son intensité lorsqu’il est déjà en 

mouvement (convection mixte). Ces forces de flottabilité modifient ainsi les champs des 

vitesses et influencent d’une manière directe le taux de transfert de chaleur à la faveur du 

couplage entre les différentes équations de conservation régissant le problème. 

 

Les écoulements des fluides en régime de convection mixte dans des cavités avec 

des parois mobiles et différentes conditions thermiques aux limites sont de plus en plus 

rencontrés dans de nombreux secteurs industriels. Parmi ces applications nous pouvons 

citer, à titre d’exemple, la ventilation des composants électroniques présents dans presque 

tous les équipements. Du fait de leurs miniaturisations croissantes et de l’augmentation de 

leurs puissances la dissipation de la chaleur induite, dans les enceintes qui les abritent, 

devient de plus en plus hypothétique. Actuellement le système de refroidissement le plus 

efficace consiste en l’injection d’un courant d’air (modélisé par une paroi mobile à 

température froide constante) en régime de convection naturelle ou forcée. 

 

La résolution d’un écoulement en régime de convection mixte dans des espaces 

confinés revient à caractériser la structure de l’écoulement en déterminant les champs de 

vitesses et de températures ainsi que le taux de transfert de chaleur et tenant compte des 

divers paramètres qui contrôlent le phénomène considéré. Les études expérimentales ont 

fait d’énormes progrès à ce sujet grâce notamment aux développements du matériel de 

mesure comme par exemple la L.D.A. (Laser Doppler Anemometry) ou la P.I.V. (Particle 

Image Velocimetry) qui permettent de déterminer avec une grande précision les champs de 

vitesses instantanées d’un écoulement. Malheureusement ces études expérimentales 

reviennent très chères et très longues à réaliser. Aussi depuis quelques décennies les études 

numériques des écoulements convectifs ont supplantées les études expérimentales et une 

nouvelle discipline la C.F.D. (Computational Fluid Dynamics en anglais) que l’on peut 

traduire par la « mécanique des fluides numérique » est apparue et a pris un essor 

considérable grâce, d’une part, à la disponibilité d’ordinateurs de plus en plus performants 

et d’autre part à un développement sans précédent des méthodes numériques. 
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Les phénomènes de transport dans les écoulements des fluides sont modélisés par 

des équations différentielles à dérivées partielles (E.D.P.) traduisant la conservation de 

toute entité physique (masse, quantité de mouvement, matière, énergie…). La 

discrétisation de ces équations par différentes méthodes numériques et leur résolution 

permettent de déterminer la structure générale de l’écoulement ainsi que les différents 

paramètres nécessaires au dimensionnement des unités industrielles. Cette dernière 

résolution peut se faire soit par programmation directe ou bien en utilisant des logiciels 

commerciaux. 

 

2. PHENOMENE DE BIFURCATION  

 

Une grande variété de phénomènes physiques parmi lesquels les écoulements de 

fluides, avec ou sans transfert de chaleur et de masse, sont régis par des systèmes 

d'équations différentielles non linéaires établis à partir des principes généraux de 

conservation de la physique. Ces systèmes d'équations non-linéaires contiennent de 

nombreux paramètres qui sont susceptibles d'être la cause de nombreuses manifestations 

radicales du comportement de l’écoulement du fluide donnant naissance à des 

« bifurcations ». De nombreuses études numériques et expérimentales concernant le 

changement de la nature même de l’écoulement dans différentes configurations 

géométriques en régime de convection naturelle, forcée ou mixte ont été rapportées dans la 

littérature. Toutes ont mis en évidence le caractère instable, complexe et désordonné de ce 

phénomène de par sa nature même ; en effet une légère perturbation peut entrainer des 

modifications significatives de l’écoulement. 

 

3. BUT DE L’ETUDE  

 

En considération de l’argumentation citée ci-dessus nous nous sommes intéressés, 

dans la présente étude, à la simulation numérique de l’écoulement d’air en convection 

mixte laminaire, dans une cavité carrée, dont une partie du fond est soumise à un flux de 

chaleur constant. Les parois latérales de cette cavité se déplacent avec une vitesse fixée 

vers le haut et sont soumises à une température froide. Les autres parties de cette cavité 

sont considérées adiabatiques. Pour cela nous avons adopté le plan de la thèse suivant : 
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4. PLAN DE LA THESE  

 

Dans le premier chapitre nous présentons une revue bibliographique détaillée qui 

résume les différents travaux rapportés dans la littérature relative au sujet considéré dans 

cette étude. Ceci permettra d’identifier les différents phénomènes et paramètres mis en jeu 

afin de mettre en évidence les mécanismes de transferts connus à ce jour en convection 

forcée et mixte. 

Le deuxième chapitre sera consacré à l’établissement de la formulation 

mathématique traduisant la modélisation du phénomène physique de la convection mixte 

dans des espaces confinés. Ce modèle mathématique se base sur l'approche « fonction du 

courant‒vorticité » (ψ ‒ ω) afin d’éliminer le gradient de pression des équations de la 

conservation de la quantité de mouvement. Les différentes hypothèses et les conditions aux 

limites relatives aux différentes variables seront explicitées et justifiées. 

Le troisième chapitre concernera la formulation numérique du modèle 

mathématique. Les équations régissant ce phénomène ont été discrétisées par la méthode 

des différences finies en considérant un maillage non uniforme et différentes méthodes de 

résolution des systèmes d’équations discrétisées obtenues ont été utilisées. Un code de 

calcul « maison » en langage FORTRAN a été établi et validé. 

 

Le quatrième et dernier chapitre sera consacré à la description des résultats obtenus. 

L’analyse de ces résultats et leur confrontation devraient permettre d’identifier l’influence 

des différents paramètres sur la formation et le développement des structures 

instationnaires mis en jeu dans ce type d’écoulement. 

 

Enfin, ce mémoire se terminera par une conclusion des travaux menés, une synthèse 

des principaux résultats obtenus, et fera aussi l’objet d’une proposition de perspectives 

concernant les recherches à mener pour poursuivre ces travaux de thèse. 
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GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

 

1. GENERALITES 

 

Le phénomène du transfert de chaleur par convection débute avec les expériences 

d’Henri Bénard [1, 2] réalisées en 1900, suivies peu après par la théorie de Lord 

Rayleigh [3] en 1916. Ce phénomène est actuellement désigné par la « convection de 

Rayleigh-Bénard » et conditionne, entre autre, la circulation atmosphérique, océanique 

ainsi que le mouvement des plaques tectoniques. Il se retrouve également dans de 

nombreux procédés industriels tels que : le chauffage et la climatisation, le refroidissement 

des composants électriques et électroniques, etc. Nous rappelons, dans ce qui suit, 

quelques notions fondamentales que nous avons jugées nécessaires à la compréhension de 

ce phénomène. 

 

1.1 Phénomène de la convection de Rayleigh-Bénard 

 

Le phénomène de la convection de Rayleigh-Bénard est illustré par la figure (1.1) qui 

montre une mince couche, de hauteur d, d’un fluide quelconque placée entre deux plaques 

soumises à une différence de températures ΔT. Le comportement du fluide situé entre ces 

deux plaques présente des différences significatives suivant la valeur de cette différence de 

températures ΔT. 

 

 

Figure 1.1 : schéma du processus du  phénomène de la convection de Rayleigh-Bénard 

[1]. 
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Les différents comportements du fluide disposé dans cette configuration 

géométrique ont été rapportés et résumés par Doering [4]. Ils sont illustrés dans la figure 

(1.2) et peuvent être classés comme suit : 

 

 Si la différence de température ΔT est faible, une stratification de la température se 

manifeste sur toute l’épaisseur de la couche de fluide. Un régime stable purement 

diffusif s’établit entre la paroi inférieure et la paroi supérieure. 

 Si cette différence de température ΔT atteint une valeur critique un nouveau régime 

apparait caractérisé par une génération du mouvement du fluide à travers cette 

couche. Au régime purement diffusif précédent s’ajoute un régime convectif. les 

particules chaudes du fluide en mouvement transmettent leur chaleur aux particules 

froides environnantes. 

 Si la différence de température ΔT augmente encore alors un régime convectif 

turbulent s’établi. Ce régime est caractérisé par de minces couches limites 

thermiques et une dynamique chaotique de panaches qui s’entremêlent et persistent 

au cœur de l’espace situé entre les deux plaques. 

 

 

Figure 1.2 : Instantanés du champ de température dans les simulations de convection 2D 

Rayleigh-Bénard. (Haut) régime diffusif. (Milieu) régime convectif. (Bas) régime 

convectif turbulent [4]. 
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1.2 Forces mises en jeu dans le phénomène de la convection de Rayleigh-Bénard 

Les forces régissant le phénomène de la convection de Rayleigh-Bénard décrit 

précédemment sont matérialisées dans la figure (1.3) [4]. Une particule quelconque est 

soumise aux forces suivantes : 

 Poids de la particule. 

 La poussée d’Archimède générée par une différence de la masse volumique due à 

un gradient de température. Celle-ci est dirigée dans le sens contraire de 

l’accélération terrestre 𝑔  quand la chaleur provient de la paroi inférieure et elle est 

dirigée dans le même sens que l’accélération terrestre 𝑔  quand la chaleur provient 

de la paroi supérieure. 

 La trainée générée par les forces visqueuses (forces de frottement) dues aux 

gradients de vitesses et à la dissipation de la chaleur. 

 

 

 

Figure 1.3 : Schéma de principe de la convection de Rayleigh-Bénard. Les flèches 

blanches donnent les poussées d’Archimède différentielles, moteur du mouvement et les 

flèches noires les diffusions de quantité de mouvement par viscosité et de chaleur par 

conduction, entraves au mouvement [4]. 

 

Remarque : les différents comportements du fluide décrits précédemment peuvent être 

caractérisé par un nombre sans dimensions appelé « Nombre de Rayleigh » et défini par la 

relation suivante :  
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Dans laquelle β est le coefficient de dilatation thermique, ν est le coefficient de la 

diffusion de la quantité de mouvement et α celui de la diffusion de la chaleur. En d’autres 

termes le nombre de Rayleigh est le rapport des forces gravitationnelles qui accélère le 

mouvement et des forces de frottement dues à la viscosité (ν) ainsi que la dissipation de la 

chaleur (α) qui retardent le mouvement. 

 

Ce nombre joue le même rôle que le nombre de Reynolds en mécanique des fluides. 

Pour une valeur de l'ordre de 1700, le transfert s'opère uniquement par conduction ; jusqu’à 

une valeur de l’ordre de 10
7
 le régime d’écoulement est convectif et laminaire au-delà de 

cette valeur l’écoulement devient turbulent. Il faut préciser que ces valeurs ne constituent 

que des ordres de gradeurs déterminés d’une manière empirique par l’expérimentation et 

dépendent également de la configuration géométrique. 

 

1.3 Différents régimes de convection 

Nous avons déjà défini la convection naturelle ainsi que le système de forces qui la 

génère. Si on ajoute une force extérieure à ce système on parle alors de la « convection 

forcée ». Dans ce cas la poussée d’Archimède est négligeable devant les autres forces et le 

champ dynamique est découplé du champ thermique. Dans le cas intermédiaire où la 

poussée d’Archimède n’est plus négligeable on parle alors de la « convection mixte ». Le 

nombre adimensionnel qui détermine la dominance de ces deux types de convections, l’une 

par rapport à l’autre, est le nombre de Richardson (Ri) qui exprime le rapport entre 

l’énergie potentielle et l’énergie cinétique et qui est donné par l’expression suivante : 

𝑅𝑖 =
𝑅𝑎

𝑃𝑟𝑅𝑒2
 

 

Dans cette expression ; Ra : est le nombre de Rayleigh, Pr : est le nombre de Prandtl et 

Re : est le nombre de Reynolds. 

 

Par ailleurs les valeurs du nombre de Richardson permettant de différencier la 

convection forcée, la convection mixte et la convection naturelle ne sont pas pour le 

moment bien précisées, cependant on peut énoncer que si Ri >> 1, la convection naturelle 

domine alors que si Ri << 1, c’est la convection forcée qui prévaut. 
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Après avoir défini certains concepts liés au phénomène des écoulements convectifs 

nous allons présenter une étude bibliographique afin de mettre en évidence les travaux qui 

justifient le choix du sujet proposé dans cette thèse.   

 

2. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

 

2.1 Généralités 

La plupart des comportements des systèmes physiques dépendent d'un certain 

nombre de paramètres. La réponse du système à une petite variation de l'un des paramètres 

est généralement régulière ; cependant, dans certains cas, il existe des valeurs spéciales 

pour lesquelles le système adopte soudainement un comportement qualitativement 

différent. Une augmentation lente et continue du paramètre présente une variété de 

comportements du système, tous différents les uns des autres, devenant de plus en plus 

complexes et désordonnés. Un tel changement de comportement est appelé "bifurcation". 

Une grande variété d'écoulements de fluides avec ou sans transfert de chaleur et de 

masse, rencontrés dans les applications industrielles et dans différents secteurs de 

l'ingénierie, sont régis par des systèmes d'équations différentielles partielles non linéaires 

dérivées des principes généraux de conservation de la physique. Ces systèmes d'équations 

non linéaires contiennent de nombreux paramètres qui sont susceptibles d'être à l'origine de 

nombreux phénomènes de bifurcation. Une revue générale et bien documentée portant sur 

l'analyse numérique des bifurcations dans les problèmes d’écoulements des fluides a été 

récemment rapportée par Dijkstra et al. [5]. 

 

La première variété d'écoulements de fluides, sujette à ce phénomène de 

bifurcation, concerne les écoulements purement hydrodynamiques (c.-à-d. sans transfert de 

chaleur ou de masse) qui se produisent dans les conduits de section variable avec des 

conditions aux limites strictement symétriques par rapport à l'axe principal de 

l'écoulement. Les géométries concernées comprennent l'élargissement brusque du conduit 

[6, 9], le rétrécissement brusque [10], les convergents-divergents [11, 12] et les diffuseurs 

[13]. Les résultats obtenus pour différents rapports d’élargissement/rétrécissement du 

canal, d'angle des diffuseurs et du nombre de Reynolds de l’écoulement confirment 

clairement que la bifurcation peut être présente aux valeurs critiques de ces paramètres 

distincts. 



CHAPITRE I                                GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

 

10 

 

La seconde variété d'écoulements de fluides, également sujette à ce phénomène de 

bifurcation, concerne les écoulements avec transfert de chaleur. L’étude des écoulements 

convectifs dans des espaces confinés a suscité, ces dernières décennies, un intérêt 

considérable qui se traduit par la production d’une bibliographie abondante. De nombreux 

travaux ont été largement rapportés dans la littérature que nous ne pouvons tous citer ici. 

Par conséquent, nous nous sommes concentrés sur les travaux se rapportant à des 

configurations géométriques comportant des parois mobiles ou non, et soumises à une 

source de chaleur sous forme d’une température ou bien d’un flux de chaleur imposé 

(constant ou variable)). La plupart des écoulements convectifs dans de telles configurations 

ont révélé que le comportement dynamique et thermique dépend fortement à la fois de la 

géométrie de l'enceinte, des conditions aux limites et de la variation de plusieurs 

paramètres dont les nombres de Reynolds, Prandtl et Rayleigh (ou Grashof). Il est bien 

connu que cette forte dépendance peut présenter, dans certains cas, une grande diversité de 

comportement dynamique et thermique complexe comme l'instabilité, la rupture de 

symétrie, la bifurcation et le chaos. Une revue détaillée de la littérature existante, en 

relation avec le sujet de la présente étude, peut être subdivisée en deux catégories 

principales, la convection naturelle et la convection mixte. Nous allons, dans ce qui suit, 

présenter les principaux travaux concernant ces deux types d’écoulements convectifs.   

 

2.2 Convection naturelle 

Deux cas d’écoulements en régime de convection naturelle peuvent se distinguer 

par des comportements très spécifiques, le premier cas est complexe et présente une 

multitude de solutions avec une rupture de symétrie, des bifurcations, etc. alors que le 

second cas ne présente aucun de ces phénomènes.  

 

2.2.1 Cas de la convection naturelle instable 

Depuis les premiers travaux réalisés par Henri Bénard [1, 2], Lord Rayleigh [3]. 

La convection de Rayleigh-Bénard a fait l'objet de nombreux ouvrages. Le premier 

compte rendu relatif à l’aspect théorique de ce problème a été rédigé par Pellew et 

Southwell [14] en 1940 et a servi jusqu'en 1960 comme une excellente référence pour 

les différentes recherches sur ce sujet. En 1961 Chandrasekhar [15] rédige son œuvre 

majeure intitulée : "Hydrodynamic and Hydromagnetic Stability" qui consiste en une 

introduction bien documentée sur le problème de la convection de Rayleigh-Bénard 
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ainsi que sur la théorie des instabilités qui lui sont liées. Dans les années 1960 et 1970. 

La théorie sur l’apparition du mouvement convectif dans des cavités de différentes 

formes a été étudié expérimentalement, théoriquement ou numériquement par plusieurs 

chercheurs parmi lesquels nous pouvons citer : Davis [16], Catton [17, 18, 19], 

Ostrach [20-21], Heitz et Westwater [22], et enfin par Gebhart [23]. Ces auteurs ont 

déterminé le nombre de Rayleigh critique pour lequel l’écoulement devient instable en 

fonction du rapport d’aspect des configurations géométriques considérées.  

 

Les travaux entrepris par l’équipe de Vasseur [24-28] constituent une contribution 

majeure à la détermination des états multiples stables et instables dans des cavités 

rectangulaires bidimensionnelles dont la paroi inférieure est chauffée partiellement de 

manière isotherme, la paroi supérieure est refroidie à température constante et toutes les 

autres parois sont adiabatiques (voir la figure (1.4) par exemple). Les paramètres 

considérés sont le rapport d'aspect de la cavité, la longueur sans dimension de la source 

de chaleur par rapport à l’axe verticale de symétrie de la cavité, et le nombre de 

Rayleigh basé sur la largeur de la cavité. Les travaux [24] et [28] traitent un milieu 

poreux, les travaux [26] et [27] traitent un fluide binaire et enfin l’étude [25] considère 

un fluide pur.  

 

Figure 1.4 : Schéma de la cavité et conditions aux limites. 

Robillard et al. [24]. 

 

Une autre équipe de recherche dirigée par de Gelfgat [29-32] a considéré le même 

problème cité précédemment et dont nous résumons, ci-dessous, leurs principales 

études : 
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Erenburg et al. [29], ont étudié numériquement la multiplicité, la stabilité et les 

bifurcations de la convection naturelle à faible nombre de Prandtl dans une cavité 

rectangulaire bidimensionnelle avec des parois verticales chauffées partiellement et 

symétriquement. L’étude est réalisée pour un fluide à faible nombre de Prandtl (Pr = 

0.021). Le problème représente un modèle simple d’une configuration dans laquelle la 

hauteur de l’élément chauffant est inférieure à la hauteur totale de la cavité (Figure 

(1.5)). Les différentes simulations numériques sont effectuées par la méthode spectrale 

globale de Galerkin. Les bifurcations de Hopf et la rupture de la symétrie de 

l’écoulement sont étudiées pour un rapport d’aspect de la cavité (hauteur/longueur) 

variant de 1 à 6. Ils ont constaté que, lorsque le nombre de Grashof augmente, 

l’écoulement subit une série de bifurcations. 

 

Les diagrammes de stabilité et de bifurcation, les schémas des écoulements stables 

et oscillatoires et les schémas des perturbations les plus significatives sont rapportés. Des 

branches d’état stables séparées se trouvent à certaines valeurs des paramètres gouvernants. 

Ils ont montré que les phénomènes observés se produisent également à des nombres de 

Prandtl plus grands, ce qui est illustré pour Pr = 10. Des instabilités tridimensionnelles 

similaires se produisant dans un cylindre avec un échauffement partiel de la paroi latérale 

sont également discutées. 

 

Figure 1.5 : Géométrie de la cavité rectangulaire 

Erenburg et al. [29]. 
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Gelfgat et Bar-Yoseph [30] présentent un article de synthèse qui porte 

principalement sur la multiplicité et l'instabilité des écoulements confinés, dans différentes 

configurations géométriques, d’un fluide newtonien incompressible (Figure (1.6)). La 

méthode spectrale globale de Galerkin a été utilisée pour l’approximation spatiale des 

champs de vitesse et de température. Des exemples de plusieurs états d’écoulements avec 

leurs diagrammes de stabilité sont donnés. Ces auteurs ont montré clairement que malgré la 

simplicité de la géométrie du domaine et l'hypothèse selon laquelle l'écoulement reste 

laminaire, des schémas d'écoulement multiples et compliqués se révèlent dans tous les cas 

considérés. La multiplicité de ces états d'écoulement est généralement liée à la concurrence 

des différents mécanismes d'entraînement de l'écoulement ainsi qu’aux conditions aux 

limites. Ils ont aussi montré qu’au-delà de la valeur critique d’un paramètre 

adimensionnelle caractéristique de l’écoulement (inférieure au seuil d’un état stochastique 

ou turbulent) de multiples états d’écoulement asymptotiquement stables peuvent être mis 

en évidence. 

 

   

Convection naturelle dans une cavité          Convection de type Rayleigh-Bénard en 3D.  

                 rectangulaire.                    
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Convection naturelle dans une cavité 2D        Écoulement dans un cylindre en rotation. 

   partiellement chauffée par les parois 

                        latérales.  

 

             

Ecoulement confiné dans un cylindre en rotation        Ecoulement de Dean dans un anneau.                                                                       

         et soumis à un champ magnétique. 

 

 

 



CHAPITRE I                                GENERALITES ET REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

 

15 

 

                                        

Convection naturelle dans un cylindre.                           Ecoulement de Taylor-Couette. 

 

Figure 1.6 : Schémas des différentes configurations géométriques considérées   

Gelfgat et Bar-Yoseph [30]. 

 

Gelfgat [31-32] examine l’effet du maillage ainsi que la méthode de résolution des 

systèmes d’équations discrétisées par la méthode de volumes finis concernant la stabilité et 

l’instabilité des écoulements convectifs bidimensionnels [31] et tridimensionnels [32]. 

Dans ces deux cas, il a été démontré que les résultats acceptables, relatifs à la stabilité des 

écoulements pour les problèmes considérés, ne peuvent être obtenus que sur un maillage 

ayant plus de 100 nœuds dans la direction la plus courte. En plus cet auteur a constaté que 

lorsque des maillages très fins sont utilisés les méthodes directes de résolution des 

systèmes des équations discrétisées sont plus efficaces que les méthodes itératives. Certes 

la convergence des solutions est plus lente dans le cas des méthodes directes mais elle est 

compensée par le problème de divergence des solutions dans le cas des méthodes 

itératives. 

 

Il nous semble utile de signaler que le fruit de ces travaux cités précédemment a 

débouché sur la publication, très récente (2019), d’un livre rédigé par Gelfgat [33] qui 

traite de l’état de l’art et des derniers développements de pointe dans les techniques 

numériques pour la modélisation des instabilités des fluides et des structures de bifurcation 

qui leurs sont associées. Cet ouvrage fournit également une revue complète des problèmes 

complexes récemment résolus dans ce domaine. 
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Le phénomène de la convection de type Rayleigh-Bénard tridimensionnelle, (voir 

Figure (1.7) par exemple), en régime laminaire et turbulent a été considéré par l’équipe de 

Pallares et al. [34-39]. Ces auteur sont présenté une description détaillée de la topologie de 

l’écoulement. La multiplicité des solutions et des différentes structures de l’écoulement 

sont mise en évidence en fonction du nombre de Rayleigh.  

 

Figure 1.7 : Modèle physique de la cavité et système de coordonnées 

Pallares et al. [37]. 

 

La littérature scientifique montre que cette même configuration continue, jusqu’à 

présent, à faire l'objet d'un large éventail d'études théoriques, expérimentales et numériques 

très intensives, comme en témoigne le nombre d'excellents articles de synthèse rapportés 

par : Baïri et al. [40], Kadhim Hussein et al. [41], Öztop et al. [42], Soman et al. [43], et 

Arun et al. [44]. 

 

Une classe des écoulements hydro-thermiques dans des cavités munies d’obstacles 

de différentes formes et situés en leurs centres mérite d’être signaler car ces écoulements 

peuvent présenter les mêmes caractéristiques que ceux cités précédemment. La majorité de 

ces études ont été réalisées par l’équipe d’Angeli [45-50]. Les schémas de la configuration 

géométrique adoptée dans tous ces travaux est donnée par les figures (1.8) et (1.9). Les 

principaux résultats sont matérialisés sous forme de lignes de courant et d’isothermes et les 

différentes bifurcations des écoulements sont déterminées en fonction du nombre de 

Rayleigh et du rapport d’aspect de la cavité. 
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Figure 1.8 : Géométrie de la cavité (maillage) 

Angeli et al. [45]. 

 

Figure 1.9 : Géométrie de la cavité 

Angeli et Pagano [48]. 

 

Il convient également de signaler un article de synthèse publié très récemment 

(2020) par Abdulkadhim et al. [51], qui résume les publications récentes des dix dernières 

années sur ce sujet spécifique pour un corps situé dans des formes complexes comme les 

enceintes rhombiques, ondulées, trapézoïdales, elliptiques et parallélépipédiques. De 

nombreux paramètres tels que les nombres de Rayleigh, de Nusselt et d'ondulations ainsi 

que la position du corps interne ont été abordés et discutés afin de tirer les principales 

conclusions et recommandations.  
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Enfin, pour être le plus complet possible, il nous semble utile de signaler aussi que 

la convection naturelle dans des enceintes non rectangulaires, remplies de différents 

fluides, a également fait l'objet d'efforts de recherche intensifs car ces géométries ont une 

influence considérable sur le transfert de chaleur, lié directement à la consommation de 

l'énergie. Très récemment (2018), une synthèse des études basées sur des approches 

expérimentales, analytiques et numériques et concernant une grande variété de géométries 

soumises à différentes conditions aux limites a été rapportée et analysée par Rahimi et al. 

[52]. Les différentes comportements des écoulements en régime de convection naturelle, 

notamment laminaire, stationnaire et transitoire, turbulente, présentant des bifurcations ou 

non, ont été mis en évidence. 

 

2.2.2 Cas de la convection naturelle stable 

 

Dans le paragraphe précèdent nous avons considéré des cavités chauffées par le bas 

et dont les côtés latéraux sont adiabatiques (condition de Neumann). Nous allons voir, à 

présent, la même configuration géométrique mais cette fois ci les côtés latéraux sont 

soumis à une température constante (condition de Dirichlet). L’intérêt accordé à cette 

configuration géométrique est dû au faite que les écoulements induits ne présentent ni 

instabilités ni bifurcations. 

 

Il semble que Torrance et al. [53], ainsi que Torrance et Rockett [54] furent, 

parmi les premiers qui ont réalisé respectivement, une étude expérimentale et une étude 

numérique de la convection naturelle en régime permanent induite dans des enceintes par 

une petite source de chaleur située au centre de la paroi inférieure. Des expériences ont été 

menées pour visualiser les schémas d'écoulement de convection naturelle dans les 

enceintes. Les résultats ont été présentés sous forme de photographies des différents types 

d'écoulement en régime permanent pour une série de conditions expérimentales en fonction 

de la variation du nombre de Grashof. Les résultats obtenus numériquement s’avèrent en 

excellent accord avec ceux obtenus expérimentalement. Cette même configuration a été 

revisitée expérimentalement et numériquement, une dizaine d’années plus tard, par le 

même auteur, Torrance [55] mais cette fois-ci les parois latérales de l’enceinte sont 

soumises à une température qui augmente linéairement avec la hauteur et les résultats 

incluent en plus la variation du nombre de Prandtl.  
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Aydin et Yang [56] ont étudié numériquement la convection naturelle d’un 

écoulement d’air dans une enceinte carrée. Les parois latérales de la cavité sont soumises à 

une température froide. Une source de chaleur est placée au milieu de la paroi inférieure. 

Toutes les autres parois de la cavité sont considérées adiabatiques (Figure (1.10)). Les 

simulations sont obtenues pour des valeurs du nombre de Rayleigh variant de 10
3
 à 10

6
et 

de la longueur sans dimension ε = l/L de la partie chauffée égale à 1/5, 2/5, 3/5 et 4/5. Les 

résultats locaux sont présentés sous forme de contours de lignes de courant, d’isotherme set 

de la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude. Les champs d’écoulement 

et de température sont symétriques à l’intérieure de l’enceinte dues à la symétrie des 

conditions aux limites dans la direction verticale. Pour des petites valeurs du nombre de 

Rayleigh (Ra), le transfert de chaleur est dominé par la conduction à travers la couche de 

fluide, alors que pour des valeurs élevées du nombre de Rayleigh le transfert de chaleur est 

principalement dû à la convection. Comme attendu, l’accroissement de la longueur sans 

dimension ε augmente le transfert de chaleur, particulièrement pour des valeurs élevées du 

nombre de Rayleigh.  

 

Figure 1.10 : Schéma de l’enceinte carrée. 

Aydin et Yang [56]. 

 

Depuis la partition de cet article en 2000 un nombre impressionnant de publications 

a été consacré à cette même configuration géométrique, avec tout de même, de légères 

différences dans les conditions aux limites. Nous nous attachons, dans ce qui suit à 

mentionner les principales d’entre elles. 
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Du point de vue expérimentale Calcagni et al. [57] ont considéré la même 

configuration géométrique et représentée par la figure (1.11). La cavité utilisée pour les 

tests consiste en une enceinte carrée de dimensions H×H×L, avec H = 0.05 m et L = 

0.405m ; L est beaucoup plus grand que H pour laisser le mouvement se développer dans 

la direction L, parallèlement au faisceau laser. Les parois verticales latérales sont en 

aluminium et un bain thermostatique permettait la circulation du fluide de refroidissement 

à travers une chemise métallique fixée à la surface arrière. Les surfaces supérieure et 

inférieure de l'enceinte sont en plexiglas et, à l'exception de la partie chauffée, sont 

considérées comme adiabatiques, tandis que les parois verticales d'extrémité sont en verre 

qui garantit l'accès optique à la cavité. La source de chaleur, située au centre de la paroi 

inférieure, est en laiton et est maintenue à une température T h par un fluide circulant à 

travers elle. Les dimensions de la source de chaleur étudiées sont de 1/5, 2/5, 3/5 et 4/5 de 

la longueur L. Les températures du fluide sont mesurées par des thermocouples en cuivre ; 

trois d'entre eux sont situés à 1 mm sous la surface du laiton de la source de chaleur, et 

cinq autres sont à l'intérieur de l'aluminium de chaque paroi verticale ; la différence entre 

les trois températures mesurées sur la source de chaleur est d'environ 0.1K, de sorte qu'il 

est possible de considérer que la source de chaleur est isotherme. Différents écoulements 

ont été obtenus en fonction du nombre de Rayleigh (Ra) et de la longueur de la source 

chaude. Les inters férogrammes montrent un faible mouvement convectif pour 

Ra<1.63×10
4
 et il augmente un nombre de Rayleigh (Ra) situé au environ de 10

5 
et qui 

représente la valeur du début de la convection. Le nombre de Nusselt a été évalué sur la 

surface de la source de chaleur et a montré une forme symétrique présentant des pics aux 

deux bouts de la source de chaleur. 

 

Figure 1.11 : Schéma de la cavité, (1) : parois à la température froide, (2) : parois en plexi 

glace, (3) : Source chaude. 

Calcagni et al. [57]. 
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Cette même configuration géométrique (voir figure (1.12)) a été revisitée par les 

mêmes auteurs Calcagni et al. [58] à la différence que cette fois ci que les résultats 

expérimentaux sont confirmés par une étude numérique basée sur la méthode des volumes 

finis implémentée dans le code commercial Fluent (version 6.0). 

 

 

Figure 1.12 : Schéma de la cavité et position des thermocouples 

Calcagni et al. [58]. 

 

Cette même configuration géométrique (voir figure (1.13)) a été revisitée une 

troisième fois par Corvaro et Paroncini [59]. Dans ce cas la distribution de la température 

de l'air et les nombres de Nusselt à différents nombres de Rayleigh sur la bande chauffée 

ont été mesurés par interférométrie holographique, alors que le champ de vitesse aux 

mêmes nombres de Rayleigh ont été déterminés par une vélocimétrie par image de 

particules en 2D (P.I.V.) Les résultats obtenus ont été comparés à ceux obtenus 

numériquement en utilisant le logiciel Fluent (version 6.2.16). 
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  Figure 1.13 : Modèle expérimental et localisation des thermocouples 

Corvaro et Paroncini [59]. 

 

Les mêmes auteurs Corvaro et Paroncini [60] ont considéré la même 

configuration, mentionnée précédemment, avec cette fois ci une source de chaleur 

représentée par un block chauffé comme le montre la figure (1.14) et dont la position sur la 

paroi inférieure constitue un paramètre d’étude. L'analyse PIV a évalué les structures 

d'écoulement liées à l'écoulement convectif et ont permis d'identifier les champs de vitesse, 

les fonctions de courant et les distributions des vecteurs de vitesse, tandis que, grâce à 

l'interférométrie holographique, les nombres moyens et locaux du nombre de Nusselt ont 

été déterminés. L'analyse des résultats montre que la position de la source de chaleur 

influence à la fois les nombres de Nusselt moyens sur les surfaces chaudes et le 

développement de vortex de petites tailles sur la surface supérieure. 

 

 

  Figure 1.14 : Schéma de la cavité 

Corvaro et Paroncini [60]. 
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Du point de vue numérique Zouiri et al. [61] ont étudié la convection naturelle 

laminaire au sein d'une cavité carrée. Les parois verticales sont maintenues à une 

température constante alors que les parois horizontales sont isolées thermiquement, à 

l’exception d’une fraction occupant 20% à 80% de la surface inférieure de l’enceinte et 

centrée par rapport à celle-ci, qui est maintenue à une température constante et uniforme, 

supérieure à celle des parois latérales (voir figure (1.15)). La résolution des équations 

régissant l'écoulement et le transfert thermique est approchée par la méthode des volumes 

finis et l'algorithme SIMPLER est adopté pour traiter le couplage vitesse-pression. L'étude 

se focalise sur l'influence occasionnée par les variations du nombre de Rayleigh et de la 

longueur de la fraction chauffée, sur la structure de l'écoulement et du transfert thermique 

au sein de la cavité remplie entièrement d’un fluide newtonien incompressible. Comme la 

configuration géométrique et que les conditions aux limites sont les mêmes que celles 

considérées par Aydin et Yang [56], les résultats obtenus sont strictement similaires. 

 

 

  Figure 1.15 : Schématisation du problème physique et conditions aux limites. 

Zouiri et al. [61]. 

 

Mamun Molla et al. [62] ainsi que Noor-A-Alam Siddiki [63] ont considéré 

strictement le même problème que celui étudié par Aydin et Yang [56] (voir figure (1.16)). 

La seule différence est que la cavité est saturée par un milieu poreux. 
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         (a)                                                      (b) 

  Figure 1.16 : Schéma de la cavité 

(a) Mamun Molla et al. [62] et (b) Noor-A-Alam Siddiki [63]. 

 

Naffouti et Djebali [64] ont revisité ce même problème (voir figure (1.17)) mais cette 

fois-ci la méthode "Lattice Boltzmann" est utilisée pour résoudre les équations sans 

dimension avec les conditions aux limites qui leurs sont associées. Dans ce cas particulier, 

les simulations numériques sont effectuées pour étudier les effets du nombre de Grashof 

allant de 10
4
 à 10

6
, de la longueur de la source chaude ε de 0.1 à 0.4 et de sa position Xc 

allant de 0.15 à 0.45, sur les comportements de l'écoulement et du transfert de chaleur dans 

cette cavité. 

 

Figure 1.17 : Schéma de la cavité. 

Naffouti et Djebali [64]. 
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Saha et al. [65], ont étudié numériquement la convection naturelle dans une 

enceinte rectangulaire bidimensionnelle de dimension W×H, les deux parois verticales de 

la cavité sont maintenues à une température basse constante, Tc. Une source de chaleur, de 

longueur L, est située au milieu de la paroi inférieure. Toutes les autres parois sont 

considérées adiabatiques (Figure (1.18)). La formulation vitesse-pression des équations de 

Navier-Stokes et de l’énergie est utilisée pour modéliser la conservation de masse, de 

quantité de mouvement et de l’énergie du milieu fluide dans l’enceinte. Les résultats sont 

présentés sous forme des contours de courant et d’isothermes, ainsi que la variation du 

nombre de Nusselt à la surface de la source de chaleur dans différentes conditions. Le 

nombre de Grashof varie de 10
3
 à 10

6
,
 
alors que le nombre de Prandtl est maintenu constant 

égale à 0.71 (air). Cette étude a considéré l'effet de divers rapports d'aspect (A=H/W), 

variant de 0.5 à 1, et des angles d'inclinaison de l'enceinte variant de 0º à 30º sur les 

caractéristiques hydrodynamique et thermique de l’écoulement dans l’enceinte considérée. 

 

Figure 1.18 : Schéma de la cavité rectangulaire inclinée  

Saha et al. [65]. 

 

Nguyen et al. [66] ont considéré le même problème, dont il est question, à la 

différence près que la cavité est remplie d’un nano fluide et que la partie chauffée est 

soumise à un flux de chaleur constant (voir figure (1.19)). Une large gamme du nombre de 

Rayleigh (10
3 

≤ Ra ≤ 10
7
), de la fraction de volume solide des nanoparticules (0 ≤ ϕ ≤ 0.2), 

de longueurs (0.2L ≤ B ≤ 0.8L), et de l’emplacement de sources de chaleur (0.2L ≤ D ≤ 

0.5L) ont été considérés. Les effets de ces différents paramètres sur les champs de 

l’écoulement et de température ainsi que les caractéristiques de transfert de chaleur ont été 

étudiés en considérant divers nano fluides à base d'eau en incluant les nanoparticules de 

Cu, Ag, Al2O3 et du TiO2. 
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Figure 1.19 : Schéma de la cavité. 

Nguyen et al. [66]. 

 

Une variante du problème précède, présenté par la figure (1.20), est rapportée par 

Bouhelal et al. [67]. Dans ce cas-ci la paroi supérieure est soumise à une température 

froide et la source chaude est localisée soit au milieu soit à gauche de la paroi inférieure.  

 

 

(a)                                                                 (b) 

Figure 1.20 : Description géométrique du problème, (a) source localisée au milieu,  

(b) source circonscrite à gauche. 

Bouhelal et al [67]. 
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Notons, enfin que Kasaeian et al. [68] à travers leur article de synthèse (publié en 

2017), viennent résumer les travaux les plus récents concernant les écoulements en régime 

de convection naturelle au sein de différentes formes de cavités remplis de nano fluides. 

 

Le comportement de fluides non newtonien se produisant dans la même 

configuration géométrique (cf. figure (1.21)) a été étudié par Raisi [69]. L’étude rapporte 

les effets de paramètres pertinents tels que le nombre de Rayleigh, l’indice de la loi de 

puissance de la viscosité du fluide, la longueur de la source de chaleur et son emplacement 

sur la performance thermique de la cavité.  

 

Figure 1.21 : Modèle physique et conditions aux limites dans la cavité carrée. 

Raisi [69]. 

 

Jusqu’à présent seules les cavités partiellement chauffées par le bas ont été 

abordées. Des cavités entièrement chauffées par le bas ont également fait l’objet de 

quelques travaux comme par exemple : 

 

Corcione [70] qui a étudié numériquement la convection naturelle laminaire dans 

des enceintes rectangulaires 2-D remplies d'air, chauffées par le bas et refroidies par le 

haut, pour une grande variété de conditions limites thermiques au niveau des parois 

latérales. Les équations régissant le transfert de masse, de quantité de mouvement et 

d'énergie ont été discrétisées en utilisant la méthode des volumes finis basée sur 

l'algorithme SIMPLER. Des simulations numériques sont effectuées pour plusieurs valeurs 

du rapport d’aspect (largeur/hauteur) de l'enceinte dans la gamme comprise entre 0.66 et 8, 

et du nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de la cavité dans la gamme comprise entre 
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10
3
 et 10

6
, dont l'influence sur les modèles d'écoulement, les distributions de température et 

les taux de transfert de chaleur sont analysés et discutés. Des comparaisons entre les 

différentes configurations thermiques considérées sont rapportées. Les résultats de taux de 

transfert de chaleur obtenus sont exprimés par des équations de corrélation. 

 

Basak et al. [71] qui ont examiné une étude numérique, basée sur la méthode des 

éléments finis de Galerkin, relative à l’écoulement de la convection naturelle laminaire 

stationnaire dans une cavité carrée dont la paroi inférieure est soumise à une température 

uniforme et non uniforme, tandis que la paroi supérieure est considérée adiabatique, alors 

que les parois verticales sont maintenues à une température constante froide (Figure 

(1.22)). La procédure numérique a été étendue pour une large gamme des nombres de 

Rayleigh (Ra) compris entre 10
3
et 10

5
et des nombres de Prandtl compris entre 0.7 et 10. 

Les résultats obtenus montrent qu’un échauffement non uniforme de la paroi inférieure 

produit des taux de transfert de chaleur plus élevés au centre de la paroi inférieure que le 

cas d’un échauffement uniforme pour tous les nombres de Rayleigh. Cependant, les valeurs 

de nombre de Nusselt moyen indiquent des taux de transfert de chaleur globalement plus 

bas pour le cas d’un échauffement non uniforme. Des nombres de Rayleigh critiques ont 

été obtenus pour des cas de transfert de chaleur dominés par la conduction et ceux dominés 

par la convection. Des corrélations de loi de puissance entre le nombre de Nusselt moyen 

et le nombre de Rayleigh sont présentées.  

 

 

Figure 1.22 : Schéma de la cavité carrée  

Basak et al. [71]. 
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Basak et Chamkha [72] qui ont reconsidéré la même configuration géométrique 

(voir figure (1.23)) sauf que cette fois ci la cavité est remplie de nano fluides. 

 

 

Figure 1.23 : Schéma de la cavité carrée  

Basak et Chamkha. [72]. 

 

Aswatha et al. [73] qui ont étudié numériquement la convection naturelle dans une 

cavité carrée à l’aide d’une procédure de calcul basée sur les volumes finis. La cavité 

utilisée pour l’analyse d’écoulement et du transfert de chaleur a été délimitée par une paroi 

supérieure adiabatique, des parois verticales froides à une température constante Tc, tandis 

que la paroi inférieure horizontale qui soumise à des conditions aux limites convectives à 

des températures uniformes/sinusoïdales/linéairement variables (cf. Figure (1.24)). Les 

résultats sont présentés sous forme de contours de courant, d’isothermes et de profils des 

nombres de Nusselt moyen pour des nombres de Rayleigh compris entre 10
3
 et 10

7
 et les 

rapports d’aspect (H/L) de 1 à 3. Il ressort de cette étude que la température uniforme au 

niveau de la paroi inférieure donne un nombre de Nusselt plus élevé par rapport aux cas de 

température sinusoïdale ou linéaire. Le nombre de Nusselt moyen augmente de façon 

monotone avec le nombre de Rayleigh pour les rapports d’aspect considérés. 
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Figure 1.24 : Géométrie de la cavité 

Aswatha et al. [73]. 

 

Actuellement (2016-2020) les écoulements en régime de convection laminaire et 

qui ne présentent aucune bifurcation dans des cavités dont la forme est singulières 

commencent à intéresser certains chercheurs. Nous citons, par exemple, celle de : 

 

Gibanov et Sheremet [74] qui ont étudié numériquement la convection naturelle 

laminaire à l'intérieur d'une cavité cubique munie d’une source de chaleur locale de section 

triangulaire comme le montre la figure (1.25). Le modèle mathématique formulé en 

variables sans dimension telles que "fonctions de potentiel vectoriel - vecteur de vorticité" 

a été résolu par la méthode des différences finies avec des schémas de discrétisation du 

second ordre. Les champs de température tridimensionnels, les lignes de courant 2D et les 

isothermes pour une large gamme du nombre de Rayleigh variant de 10
4
 à 10

6
 ont été 

présentés en mettant en évidence les variations de l'écoulement des fluides et du transfert 

de chaleur. 

 

Figure 1.25 : Géométrie de la cavité 

Gibanov et Sheremet [74]. 
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La fusion par convection naturelle dans des enceintes en 2D et 3D avec un 

chauffage local est étudiée numériquement par Bondareva et Sheremet [75]. La cavité 

comprend des parois froides verticales, des parois horizontales adiabatiques et une source 

de chaleur située sur la paroi adiabatique inférieure. La cavité est remplie d'un matériau à 

changement de phase (PCM) à l'état solide au début du processus (figure (1.26)). Pendant 

le chauffage de la source de chaleur, le PCM fond. La technique numérique utilisée est la 

même que celle citée dans l’article précédemment. Il a été constaté que le processus de 

fusion est plus intensif en 3D et que le taux de transfert de chaleur au niveau de la source 

de chaleur est plus élevé pour la cavité 2D que pour la cavité 3D. 

 

Figure 1.26 : Géométrie des cavités 2D et 3D 

Bondareva et Sheremet [75]. 

 

Loenko et al. [76] qui ont investigué la convection thermo gravitationnelle, d'un 

fluide non newtonien décrit par un indice en loi de puissance de la viscosité du fluide tel 

que le d'Ostwald-de Waele, dans une cavité carrée fermée avec une source locale de 

production de chaleur volumétrique interne comme le montre la figure (1.27). Les effets du 

nombre de Rayleigh, de l’indice de la loi de puissance de la viscosité du fluide et du 

rapport de conductivité thermique sur le transfert de chaleur et de la structure de 

l’écoulement sont examinés.  
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Figure 1.27 : Géométrie du domaine physique 

Loenko et al. [76]. 

 

Aich [77] qui a étudié numériquement l'écoulement des fluides en régime de 

convection naturelle dans un capteur solaire triangulaire tridimensionnel chauffé par sa 

paroi inférieure ondulée, refroidi sur ses parois inclinées alors que les parois verticales sont 

supposées être thermiquement isolées, comme le montre la figure (1.28). Les résultats sont 

rapportés en termes de trajectoires des particules, d'iso-surfaces de la température, de 

l'amplitude de la vitesse et du nombre de Nusselt moyen. Il a été constaté que la structure 

des écoulements est sensible à la valeur de Rayleigh et que le transfert de chaleur est 

amélioré grâce à l'augmentation de ce paramètre. 

 

Figure 1.28 : Géométrie de la cavité triangulaire 3D. 

Aich [77]. 
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Krishne Gowda et al. [78] qui ont considéré une enceinte trapézoïdale avec une 

paroi inférieure chauffée discrètement, une paroi supérieure adiabatique et des parois 

inclinées soumises à une température froide et constante. Le code commercial basé sur le 

volume fini "ANSYS-FLUENT" est utilisé pour la résolution du modèle mathématique. 

Les simulations numériques couvrent divers nombres de Rayleigh allant de 10
3
 à 10

6
, une 

longueur non dimensionnelle de la source chaude allant de 0.2 à 0.8 et un nombre de 

Prandtl de 0.7. Les résultats sont donnés sous la forme de la fonction de courant, du profil 

des températures et du nombre de Nusselt. Ils montrent que le nombre de Nusselt moyen 

augmente de façon monotone avec l'augmentation du nombre de Rayleigh et de la longueur 

de la source de chaleur. La variation des nombres de Nusselt locaux et moyens est plus 

significative pour une plus grande longueur de chauffage que pour une plus petite. Les 

corrélations de transfert de chaleur utiles pour les problèmes pratiques de conception ont 

été prédites. 

 

Enfin Bouras et al. [79] qui ont considéré une cavité semi-elliptique dont la paroi 

horizontale est chauffée à une température constante et la paroi semi elliptique est à 

température froide comme le montre la figure (1.29). Ici aussi le code commercial basé sur 

le volume fini "ANSYS-FLUENT" est utilisé pour la résolution du modèle mathématique. 

L’effet du nombre de Rayleigh sur les champs de vitesse et de température ainsi que sur le 

nombre de Nusselt ont été considérés. Les résultats montrent que pour de faibles nombres 

de Rayleigh le transfert à l'intérieur de l'anneau est essentiellement contrôlé par le 

processus de conduction. Quand le nombre de Rayleigh augmente (Ra ≥ 10
4
), le rôle de la 

convection devient prédominant et le taux de transfert de chaleur augmente également.  

 

Figure 1.29 : Présentation schématique du modèle physique 

Bouras et al. [79]. 
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2.3 Convection mixte 

 

Bien que le cas de la convection mixte soit fréquent dans des configurations 

industrielles (refroidissement de composants électroniques par exemple), il a reçu jusqu’à 

présent moins d’intérêt que celui de convection naturelle.  

 

2.3.1 Convection mixte avec bifurcation 

 

Le transfert de chaleur par la convection mixte dans une cavité carrée 

bidimensionnelle est étudié numériquement par Ovando Chacón (G.E.) et Ovando 

Chacón (S.L.) [80]. Les coins de cette cavité sont maintenus à une température chaude Th, 

tandis que la partie centrale des parois verticales sont soumises à une température froide 

fixée Tc. Ces dernières se déplacent, vers le haut, avec une vitesse constante Vw. Par contre, 

dans la partie centrale des parois horizontales sont adiabatique comme le montre la Figure 

(1.30). Les résultats sont obtenus pour une gamme de nombres de Richardson de 0.1≤ Ri ≤ 

10 avec un nombre de Prandtl de 0.7. Les champs hydrodynamique et thermique, les 

profils de vitesse et les champs de l’énergie cinétique sont obtenus. Pour la gamme des 

nombres de Richardson étudiés, ils ont observé la formation de vortex développée par la 

convection forcée due au mouvement de cisaillement des parois verticales et par les forces 

de flottabilité dues au gradient de température près des coins de la cavité. Pour Ri = 0.1, la 

symétrie axiale persiste car la formation de vortex est dominée par le mouvement des 

limites mobiles générant un vortex près de chaque paroi verticale. Lorsque le nombre de 

Richardson augmente, la symétrie axiale disparait car la formation de vortex est dominée 

par le gradient de température générant un vortex près de chaque coin où se trouve la 

région chaude.  
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Figure 1.30 : Géométrie de la cavité carrée considérée et les conditions aux limites 

Ovando Chacón (G.E.) et Ovando Chacón (S.L.) [80]. 

 

Dahdi et al. [81], ont considéré l’étude numérique de la convection mixte 

bidimensionnelle dans une cavité carrée remplie d'air. Les forces de cisaillement et de 

flottabilité ont été générées par un déplacement, vers le haut des parois latérales et par  un 

chauffage partiel de la paroi inférieure de la cavité, comme le montre la figure (1.31). 

L'importance relative de la convection naturelle et forcée a été contrôlée par le nombre de 

Richardson (Ri), qui varie de 0.1 à 30. De multiples modes de solution convective, avec 

des schémas d'écoulement différents, ont été mis à jour. La dépendance de la solution par 

rapport aux conditions initiales a été établie. La transition entre les différents modes 

convectifs a été illustrée par la variation du nombre de Nusselt par rapport au nombre de 

Richardson. L'existence d'un phénomène d'hystérésis a également été démontrée. 

 

Figure 1.31 : Modèle physique. 

Dahdi et al. [81].  
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Biswas et Manna [82] présentent le phénomène de convection mixte dans une 

enceinte remplie d'air et chauffé par le bas. Le mouvement ascendant et descendant des 

parois latérales et l'alternation du refroidissement entre les parois latérales et la paroi 

supérieure sont examinés. Tous les cas sont étudiés afin d'identifier la combinaison 

appropriée de mouvement des parois et de conditions thermiques pour une meilleure 

efficacité thermique en tenant compte des différents régimes de convection (Figure (1.32)). 

Les résultats révèlent, entre autre, que dans les cas 3 et 4 l’écoulement est parfaitement 

symétrique par rapport à l’axe vertical passant par le centre de la cavité alors que dans les 

cas 1 et 2 l’écoulement n’est plus symétrique par rapport à ce même axe.  

 

 

Figure 1.32 : Schéma du domaine de calcul avec les différentes conditions aux limites de 

vitesse et de température 

Biswas et Manna [82]. 

 

Plus récemment (2019) Eutamene et al. [83] ont considéré une étude numérique 

des caractéristiques du transfert de chaleur par convection mixte laminaire transitoire dans 

une cavité carrée (2D) et cubique (3D) (voir figure (1.33)). Les parois latérales sont 

maintenues à une température froide constante et se déplacent vers le haut avec une vitesse 

constante. Une source de chaleur est située au centre de la paroi inférieure de la cavité et 

maintenue à une température élevée constante. Toutes les parties restantes de la cavité sont 

considérées comme adiabatiques. Le nombre de Richardson varie de 0.1 à 10 et la 

compétition entre les forces de convection naturelle et forcée peut amener l’écoulement à 

adopter, dans certaines conditions, des comportements complexes tels que la perte de 

symétrie, les bifurcations, etc. Les résultats obtenus ont montré que les valeurs critiques du 

nombre de Richardson qui caractérisent la transition de la convection forcée (deux cellules 
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symétriques) à la convection mixte (deux cellules asymétriques) se produisent à Ri = 2.51 

et Ri = 4.7 pour les cas 3D et 2D, respectivement. Ensuite, la deuxième transition de la 

convection mixte à la convection naturelle (quatre cellules symétriques) se produit à Ri = 

6.29 et Ri = 7 pour les mêmes cas 3D et 2D. 

 

                                  (a)                                                                (b) 

Figure 1.33 : Schéma de la cavité (a) cas 2D et (b) cas 3D. 

Eutamene et al. [83]. 

 

2.3.2 Convection mixte sans bifurcation 

 

Aydin et Yang [84], ont étudié numériquement le même problème (convection 

purement naturelle) déjà signalé dans la référence [56], (voir figure (1.34)). La seule 

différence dans ce cas est que les parois latérales se déplacent vers le bas avec une vitesse 

déterminée (convection mixte). Dans ces deux cas l’écoulement ne présente aucune perte 

de symétrie ni de bifurcations. 
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                                          (a)                                                          (b) 

       Figure 1.34 : Schéma du système physique 

(a) Aydin et Yang [56] et (b) Aydin et Yang [84]. 

 

 Guo et Sharif [85], ont reconsidéré le phénomène de la convection mixte dans la 

même configuration géométrique cité précédemment en imposant un flux de chaleur 

constant au lieu d’une température constante sur la partie chauffée située au milieu de la 

paroi inférieure comme le montre la figure (1.35). Les simulations numériques sont 

effectuées pour une gamme de nombres de Richardson allant de 0.1 à 10. L’influence du 

nombre de Richardson, de la longueur de la source de chaleur, de l’emplacement de la 

source de chaleur et du rapport d’aspect de la cavité sur la température maximale et le 

nombre de Nusselt à la surface de la source de chaleur est étudiée. 

 

 

 

Figure 1.35 : Configuration du modèle physique 

Guo et Sharif [85]. 
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La nature complexe des phénomènes de convection mixte en régime turbulent dans 

une cavité carrée en trois dimensions a été rapportée par Ali Khaleel Kareem Al-Khafaji 

[86] dans sa thèse de doctorat soutenue en 2018. Le but de cette thèse consiste en 

l'amélioration des performances du transfert de chaleur grâce à l'utilisation de différents 

types de fluides, de configurations de domaines, de conditions limites ou de combinaisons 

de ceux-ci. Les configurations géométriques, qui concernent directement notre sujet, sont 

les mêmes que celles décrites précédemment avec pour seule différence la prise en compte 

de la troisième dimension et la turbulence. La discrétisation des différentes équations 

régissant le phénomène est basée sur la méthode des volumes finis et les modèles de 

turbulences utilisés sont ceux "URANS" (Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes) et 

la "LES" (Large Eddy Simulation). Le nombre de Reynolds prend les valeurs suivantes : 

5000, 10 000, 15 000 et 30 000.Les résultats obtenus concernent les champs dynamique, 

thermique ainsi que les caractéristiques de la turbulence. Dans le cadre de cette thèse, 

divers articles [87-89] ont été publiés mettant en valeur l’importance du travail. Les 

configurations géométriques considérées sont données par la figure (1.36). 

 

    (a) Kareem et Gao [87]                       (b) Kareem et al. [88] 
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                                       (c) Kareem et Gao [89] 

 

Figure 1.36 : Configuration du modèle physique étudiée  

Ali Khaleel Kareem Al-Khafaji [86]. 

 

Enfin pour compléter cette revue de la littérature nous invitons les lecteurs 

intéressés à se référer aux articles de synthèses publiés très récemment (2019-2020) et qui 

résument les principaux travaux portant sur la convection naturelle et mixte dans 

différentes configurations géométriques remplies de fluides newtoniens (Mustafa et al. 

[90]), non newtoniens (Yang et Du [91]) et de nano fluides (Izadi et al. [92]). 

 

Le présent travail est basé sur le même problème que celui de Guo et Sharif [85], 

cependant nous avons inversé le sens de déplacement des parois latérales pour créer une 

compétition entre ces deux forces (les forces provoquées par la convection mixte de la 

partie chauffée et le déplacement des parois verticales de la cavité). Il a été observé une 

perte de symétrie et un changement radical dans l’écoulement à l’intérieur de la cavité. A 

notre connaissance, ce schéma d’écoulement dans cette configuration géométrique n’a 

jamais été rapporté dans la littérature. Elle a pour objet de déterminer l’influence relative 

des deux modes de force (force de flottabilité et de cisaillement) sur le transfert de chaleur 

induit lorsque le fluide est en mouvement. 
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3. CONCLUSION 

 

D’après cette revue bibliographique toutes les études citées ci-dessus, relatives à la 

convection naturelle, montrent que si les parois latérales de la cavité sont adiabatiques, les 

instabilités, la perte de symétrie et les phénomènes de bifurcation dépendent 

principalement des nombres de Rayleigh, du rapport d'aspect et des angles de l’enceinte. 

Au contraire, lorsque ces parois sont isothermes, l'écoulement du fluide ne présente aucune 

instabilité, perte de symétrie ou bifurcations. Dans le cas de la convection mixte lorsqu'une 

différence de température est imposée, l'effet du flux dû à la flottabilité et au déplacement 

de la paroi rend l'analyse encore plus complexe. L'interaction de l'écoulement cisaillé dû au 

mouvement de la paroi et de l'écoulement de la convection naturelle dû à l'effet de 

flottabilité est jusqu'à présent un domaine de recherche fondamental et nécessite une 

analyse complète pour comprendre la physique de l'écoulement et du transfert thermique 

résultant. Aydin et Yang [84] et Guo et Sharif [85] ont examiné les études numériques de 

la convection laminaire mixte dans une cavité 2D avec une paroi supérieure adiabatique et 

des parois verticales froides se déplaçant vers le bas à une vitesse constante. Une source de 

chaleur est placée au centre de la paroi inférieure. Guo et Sharif [85] ont imposé un flux 

thermique constant alors qu’Aydin et Yang [84] considéraient une paroi à température fixe 

et la partie restante de cette paroi est supposée être adiabatique. Les effets de la longueur 

de la source de chaleur et du nombre de Richardson ont été étudiés. Dans ces deux cas, les 

effets de la convection forcée et naturelle étant coopérants, ni instabilités ni rupture de 

symétrie ou bifurcation n'ont été observées. 

 

La présente étude diffère de celle des deux auteurs cités précédemment en ce sens 

qu'ici la direction du déplacement des parois latérales est inversée créant ainsi une 

compétition entre la convection forcée et la convection naturelle de Rayleigh-Bénard. Par 

conséquent, il est intéressant d'établir le modèle d'écoulement et de prédire les différentes 

valeurs critiques du nombre de Richardson pour l'apparition de perte de symétrie et de 

bifurcations, si celles-ci sont effectivement présentes dans l'écoulement du fluide. 
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FORMULATION MATHEMATIQUE 

 

1. INTRODUCTION  

 

Les équations fondamentales régissant le transfert ou transport d’une entité 

arbitraire dérivent du principe général de conservation. Ce principe stipule que la variation 

dans le temps de cette entité, dans un volume de contrôle élémentaire quelconque, est 

équivalente aux flux nets convectifs et diffusifs entrant et sortant par la surface délimitant 

ce volume de contrôle plus les taux nets de sa création et/ ou de sa destruction dans ce 

même volume. Cette entité peut représenter la masse, la quantité de mouvement, l’énergie 

etc. Dans ce chapitre nous allons rappeler, dans un premier temps, les différentes équations 

mathématiques permettant la résolution du problème considéré. Nous présenterons par la 

suite la description du problème considéré dans cette étude ainsi que le système 

d’équations sans dimensions établi en utilisant la formulation « fonction de courant (ψ) – 

vorticité (ω) » pour la détermination des champs dynamique et thermique de cet 

écoulement dans la configuration géométrique choisie.  

 

2. MODELE MATHEMATIQUE 

 

L’écoulement d’un fluide en régime de convection (naturelle ou forcée) reste 

gouverné parles équations classiques de Navier-Stockes, (i.e) ; la conservation de la masse 

totale et le théorème des quantités de mouvement, associées à l’équation de transfert de la 

chaleur. La différence essentielle, dans la modélisation d’un problème de la convection 

naturelle ou mixte, concerne l’apparition d’une nouvelle force volumique causée par des 

gradients de températures qui créent une des différences de la masse volumique (densité) 

au sein du fluide, au repos ou en écoulement, dont il faut tenir compte dans la conservation 

de la quantité de mouvement. Par conséquence il faut procéder à une adaptation des 

équations classiques citées plus haut afin d’introduire cette nouvelle force volumique. 

 

2.1 Equations de base  

 

Les trois principes physiques fondamentaux de la conservation de la masse, de 

quantité de mouvement et d'énergie sont largement utilisés comme modèles mathématiques 
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pour décrire les phénomènes physiques des écoulements des fluides. Les équations 

générales sous leurs formes vectorielles sont donc : 

 

2.1.1 Conservation de la masse 

 

Cette loi stipule qu’au cours de son déplacement la masse d’un fluide reste 

constante. Ce qui se traduit par :          

                                                          
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+  ∇   𝜌𝑉  = 0                                            (2.1)                           

                                 
 

 

2.1.2 Conservation de la quantité de mouvement 

 

   Cette loi stipule que le taux de variation de quantité de mouvement dans un volume 

de contrôle est égal à la somme de toutes les forces extérieures qui lui sont appliquées. Ce 

qui se traduit par :                                 

                                                      
𝜕𝜌𝑉   

𝜕𝑡
+ 𝑉   ∇    𝜌𝑉   = 𝜌𝐹 𝜗 − ∇   𝑝 + ∇    𝜏                             (2.2)              

 

2.1.3 Conservation de l’énergie 

 

 Cette loi stipule que l’énergie totale d’un système isolé est invariant au cours du 

temps ce qui se traduit par : 

 

                               
𝜕(𝜌𝐶𝑃𝑇)

𝜕𝑡
+ ∇   .  𝜌𝐶𝑃𝑉   𝑇 = ∇   .  𝑘 ∇   𝑇 + 𝛽𝑇  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑉   ∇   𝑝 + 𝜑            (2.3) 

 

Dans ces équations : 

𝑉  : est le vecteur de vitesse. 

∇    : est l’opérateur nabla défini comme suit : ∇   =
𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗       

𝜌 : est la masse volumique. 

𝑡 : est le temps. 

𝐹 𝜗  : est la force volumique.
 

𝑝 : est la pression. 

∇    𝜏 : est le tenseur des contraintes visqueuses donné par l’expression suivante :  
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                                                         ∇    𝜏 = 𝜇(∇   2V   +
1

3
∇   (∇    V   ))                                        (2.4) 

 

𝜇 : est la viscosité dynamique du fluide. 

𝑘 : est la conductivité thermique.  

𝐶𝑝  : est la chaleur spécifique à pression constante. 

𝜑 =  𝜇𝑖,𝑗  
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
 

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
  : est la dissipation visqueuse et représente la puissance des  

                                                                forces de viscosité dans le fluide. 

 

Les détails de la méthodologie sont rapportés dans des ouvrages de référence [93] et [94]. 

 

2.2 Hypothèses simplificatrice 

 

Ces hypothèses ont été largement utilisées pour l’étude des phénomènes de la 

convection mixte dans des domaines très variés. Elles ont été étudiées en détail par de 

nombreux auteurs dans le but de simplifier la formulation mathématique des équations de 

conservation couplées. Mais la principale d’entre elles qui concerne directement la 

modélisation du phénomène de la convection a été attribuée à Boussinesq [95], mais elle a 

été présentée au paravent par Oberbeck [96]. 

 

2.2.1 Hypothèse d'Oberbeck-Boussinesq  

 

Le mouvement du fluide en régime de convection naturelle est produit par le 

changement de la masse volumique ayant pour cause une différence de température au sein 

du fluide. La supposition de la masse volumique constante dans les équations Navier ‒ 

Stockes ne peut donc être faite dans l'analyse des problèmes de la convection qu’elle soit 

naturelle, forcée ou mixte. Pour surmonter cet obstacle on fait appel à l’hypothèse 

d'Oberbeck ‒ Boussinesq. L'approche de base dans cette approximation est de considérer la 

masse volumique comme constante dans l'équation de continuité et le terme d'inertie de 

l'équation de quantité de mouvement, mais elle change avec la température dans le terme 

de pesanteur (force volumique F


 figurant dans l’équation de la conservation de la quantité 

de mouvement). En d’autres termes dans les cas les plus courants de convection, les 

variations de masse volumique au sein du fluide sont faibles et les vitesses d’écoulement 
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sont assez lentes. Il est alors possible de considérer le fluide incompressible. Les variations 

de 𝜌 sont négligées partout, excepté dans la force de gravité à l’origine du phénomène de 

convection. Cette variation est donnée par son développement au premier ordre par rapport 

à la température : 

                                                  𝜌 𝑇 = 𝜌0 1 − 𝛽 𝑇 − 𝑇0                                              (2.5) 

 

Où : 𝜌0 est la masse volumique de référence du fluide à la température 𝑇0 . Le paramètre 𝛽 

est le coefficient d’expansion thermique exprimé par : 

 

                                                              𝛽 = −
1

𝜌0
(
𝜕𝜌

𝜕𝑇
)𝑃                                                   (2.6) 

 

2.2.2 Les autres hypothèses  

 

Les hypothèses complémentaires sont classiques et largement évoquées dans les 

études relatives à l’étude des écoulements en mécanique des fluides. Elles peuvent être 

énoncées comme suit : 

1- L’écoulement est bidimensionnel, laminaire, supposé newtonien et incompressible.   

2- Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable. 

3- La chaleur générée par la dissipation visqueuse  φ est négligeable. 

4- Les effets de dilatation thermique sont négligés devant les autres thermes de 

l’équation de l’énergie.  

5- Le travail, induit par les forces visqueuses et de pression, est négligeable.  

 

3. DESCRIPTION DU PROBLEME CONSIDERE  

 

Le problème considéré est schématisé sur la figure (2.1). Il s’agit d’une cavité carrée 

dont une partie du fond de longueur égale au quatre cinquième de celle de la cavité L est 

soumise à un flux de chaleur constant q″. Les parois latérales de cette cavité sont 

maintenues à une température constante froide et se déplacent avec une vitesse fixée V0 

vers le haut. Toutes les autres parties de la cavité sont isolées thermiquement. 

L’écoulement dans cette cavité est induit par la force de cisaillement résultant du 

mouvement des parois latérales combinée à la force de flottabilité résultant de la source de 
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chaleur. Un mécanisme illustrant le déplacement des parois latérales propre à cette 

configuration géométrique se trouve dans l'article de Roy et al. [97]. 

 

 

Figure 2.1: Géométrie de la cavité carrée du problème considéré. 

 

4. EQUATIONS DU PROBLEME 

 

4.1 Equations vectorielles dimensionnelles  

 

Les équations de conservation couplées décrivant l’écoulement et le transfert de 

chaleur sont les équations non linéaires de Navier-Stockes. En tenant compte des 

hypothèses simplificatrices citées précédemment, ces équations (en présence de la 

source de chaleur) se réduisent à :  

 

4.1.1 Conservation de la masse  

                                                           ∇      𝑉  = 0                                                       (2.7)  

 

4.1.2 Conservation de la quantité de mouvement  

                         
𝜕𝜌𝑉   

𝜕𝑡
+ 𝑉   ∇     𝜌𝑉   = −∇   𝑝 + 𝜇∆𝑉  − 𝘨   𝛽(𝑇 − 𝑇𝑓)               (2.8) 
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4.1.3 Conservation de l’énergie  

                                             
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑉   ∇    𝑇 = 𝛼∆𝑇                                       (2.9) 

      

Dans ces équations, Tf est la température froide des parois latérales, α est la 

diffusivité thermique et Δ est l’opérateur Laplacien. 

  

4.2 Equations dans le repère cartésien  

 

 La projection de ces dernières équations dans un repère cartésien bidimensionnel 

donne respectivement : 

 

4.2.1 Equation de continuité  

                                                           
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                              (2.10) 

 

 u et v sont les composantes du vecteur vitesse V


 dans les directions x et y 

respectivement. 

 

4.2.2 Equation de la quantité de mouvement  

 

 Equation de quantité de mouvement suivant x  

                                   
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

−1

𝜌

𝜕(𝑝−𝑝0 )

𝜕𝑥
+ 𝜈  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
                            (2.11) 

 

 Equation de quantité de mouvement suivant y  

                                      
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

−1

𝜌

𝜕(𝑝−𝑝0 )

𝜕𝑦
+ 𝜈  

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
 + 𝘨𝛽(𝑇 − 𝑇𝑓 )        (2.12) 

 

4.2.3 Equation de l’énergie  

                                                 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼  

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
                            (2.13) 
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5. CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES  

 

Les conditions aux limites ont été précisées sur la figure décrivant le problème étudié. 

Nous allons détailler dans ce qui suit ces conditions initiales et aux limites, nécessaires à la 

résolution complète du problème. 

 

5.1 Conditions initiales   

                                      0 < 𝑥 < 𝐿    et    0 < 𝑦 < 𝐿   ⇒     𝑇 = 𝑇𝑓  

 

5.2 Conditions aux limites  

 

La température dimensionnelle froide de la paroi gauche et droite est constante et 

égale à 𝑇𝑓 . La partie chaude de la paroi inférieure, de longueur "l " est soumise à un flux de 

chaleur fixé. La condition d’adiabacité est adoptée pour toutes les autres parois (supérieure 

et inférieure). Les vitesses des parois gauche et droite sont uniformes et constantes et sont 

égales à V0. 

 

Ces différentes conditions peuvent être résumées par les expressions suivantes : 

 

 Sur la paroi supérieure   

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0 ;  𝑢 = 𝑣 = 0   pour :   0 < 𝑥 < 𝐿    et    𝑦 = 𝐿 

 

 Aux niveaux des parois droite et gauche  

𝑇 = 𝑇𝑓  ;   𝑢 = 0   et   𝑣 = +𝑉0    pour :    
𝑥 = 0
𝑥 = 𝐿

      et    0 < 𝑦 < 𝐿 

 

 Au niveau de la partie source de chaleur sur la paroi inférieure  

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= −

𝑞 ′′

𝑘
     et    𝑢 = 𝑣 = 0   pour :   0.1 𝐿 ≤ 𝑥 ≤ 0.9 𝐿    et    𝑦 = 0 

 

 Aux niveaux des parties adiabatiques de la paroi inférieure  

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0    et    𝑢 = 𝑣 = 0    pour :     

0 < 𝑥 < 0.1 𝐿
0.9 𝐿 < 𝑥 < 𝐿

      et     𝑦 = 0 
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6. ADIMENSIONNALISATION DES EQUATIONS  

 

Dans le système d’équations précédent figurent de nombreuses entités physiques qu’il 

est possible de les regrouper en les normalisant par rapport à certaines caractéristiques 

propres à chacun des problèmes étudié. L’intérêt principal de cette approche est d’obtenir 

un système d’équations adimensionnalisées dont le but est de : 

 

 Faciliter la comparaison entre des écoulements similaires. 

 Servir de guide pour les études expérimentales. 

 Gagner un temps appréciable lors de la résolution numérique de ces systèmes 

d’équations.  

 

Les caractéristiques de références adoptées dans cette étude ainsi que les variables 

transformées sont données par les relations suivantes : 

𝑋 =
𝑥

𝐿
 ;   𝑌 =

𝑦

𝐿
 ;   𝜏 = 𝑡.

𝑉0

𝐿
 ;   𝑈 =

𝑢

𝑉0
 ;   𝑉 =

𝑣

𝑉0
;   𝑃 =

 𝑝 − 𝑝0 

𝜌𝑉0
2  

𝜃 =
𝑇 − 𝑇𝐹

∆𝑇
   𝑎𝑣𝑒𝑐 ∶    ∆𝑇 = 𝑞′′ .

𝐿

𝑘
 

 En introduisant les grandeurs sans dimensions dans les équations de conservation 

de masse (2.10), de quantité mouvement [(2.11) et (2.12)] et d’énergie (2.13), on obtient 

respectivement : 

 

6.1 Equation de continuité   

                                                                 
𝜕𝑈

𝜕𝑋
+

𝜕𝑉

𝜕𝑌
= 0                                                    (2.14) 

 

6.2 Equations de quantité de mouvement   

 

6.2.1 Suivant la direction X 

                                         
𝜕𝑈

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕𝑈

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕𝑈

𝜕𝑌
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑋
+

1

𝑅𝑒
 

𝜕2𝑈

𝜕𝑋2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑌2
                           (2.15) 

 

6.2.2 Suivant la direction Y  

                                     
𝜕𝑉

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕𝑉

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑌
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑌
+

1

𝑅𝑒
 

𝜕2𝑉

𝜕𝑋 2
+

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
 +

𝐺𝑟

𝑅𝑒 2
𝜃                  (2.16) 
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6.3 Equation de l’énergie  

                                               
𝜕𝜃

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕𝜃

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕𝜃

𝜕𝑌
=

1

𝑅𝑒.𝑃𝑟
 

𝜕2𝜃

𝜕𝑋 2
+

𝜕2𝜃

𝜕𝑌2
                              (2.17) 

 

Les équations (2.14), (2.15), (2.16), et (2.17) forment le système d’équations qui 

régit notre problème. Nous remarquons qu’il existe des points communs importants entre 

les différentes équations. Toutes ces équations se ramènent à une seule équation générale 

traduisant le transfert (transport) d’une entité physique quelconque Ø qui peut être 

exprimée de la manière suivante : 

                           
𝜕Ø

𝜕𝜏
                    

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑒  𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑙

+    𝑈
𝜕Ø

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕Ø

𝜕𝑌
            

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑒  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑡𝑖𝑓

=  𝛤Ø  
𝜕2Ø

𝜕𝑋 2
+

𝜕2Ø

𝜕𝑌2
             

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑒  𝑑𝑖𝑓𝑓𝑢𝑠𝑖𝑓

+           𝑆Ø                 
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑒  𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒

   

          (2.18) 

Où : 

∅ : est la variable dépendante arbitraire. 

Г∅ : est le coefficient de diffusion. 

𝑆∅ : est le terme source. 

 

Après identification avec le système d'équations précédent, nous pouvons établir le 

tableau (2.1) dans lequel nous donnons pour chaque équation le coefficient de diffusion et 

le terme source relatif à la variable indépendante ∅. 

 

Tableau 2.1 : Identification des équations par rapport à l’équation générale de transport. 

Equation ∅ Г∅ 𝑆∅ 

 

Continuité 

 

 

1 

 

0 

 

0 

 

 

Quantité de 

mouvement 

 

Suivant X 

 

𝑈 

 

1

𝑅𝑒
 

 

−
𝜕𝑃

𝜕𝑋
 

 

Suivant Y 

 

𝑉 

 

1

𝑅𝑒
 

 

−
𝜕𝑃

𝜕𝑌
+

𝐺𝑟

𝑅𝑒2
𝜃 

 

Energie 

 

𝜃 

 

1

𝑅𝑒. 𝑃𝑟
 

 

0 
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Il est à noter que l’avantage de cette forme générale de l’équation traduisant le transfert 

(transport) d’une entité physique quelconque ∅  réside dans la facilité de son 

implémentation avec un langage de programmation dans le but de sa résolution numérique.  

 

7. PARAMETRES DE CONTROLE DU POBLEME  

 

L’adimensionnalisation des équations de conservation a permis d’obtenir les 

nombres adimensionnels, qui caractérisent l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur 

à l’intérieur des cavités. 

 

7.1 Nombre de Grashof 

 

C’est un nombre sans dimension, utilisé en mécanique des fluides pour caractériser 

la convection naturelle et mixte dans un fluide. Il correspond au rapport des forces de 

gravité sur les forces visqueuses. Nous le définissons par : 

 

       𝐺𝑟 =
𝘨.  𝛽 .  ∆𝑇.  𝐿3

𝜐2  
 

Où : 

𝘨 : L’accélération de pesanteur. 

𝛽 : Le coefficient d’expansion thermique. 

∆𝑇 : La différence de température. 

𝐿 : La hauteur dimensionnelle de la cavité.  

𝜐 : La viscosité cinématique. 

 

7.2 Nombre de Reynolds  

 

Le nombre de Reynolds est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des 

fluides. Il caractérise un écoulement, en particulier la nature de son régime (laminaire, 

transitoire, turbulent). 

             𝑅𝑒 = 𝑉0 .
𝐿

𝜐
 

Où : 

𝑉0: La vitesse du déplacement des parois latérales de la cavité. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Grandeur_sans_dimension
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_fluides
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_fluides
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_fluides
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7.3 Nombre de Prandtl  

 

C’est un nombre adimensionnel qui représente le rapport entre la diffusion de la 

quantité de mouvement caractérisée par la viscosité cinématique (𝜐) et la diffusion de la 

chaleur caractérisée par la diffusivité thermique (𝛼). Nous le définissons de la manière 

suivante : 

         𝑃𝑟 =
𝜐

𝛼
 

 

7.4 Nombre de Richardson 

 

C’est un nombre sans dimension utilisé notamment en thermodynamique. Il 

représente le rapport entre l’énergie potentielle gravitationnelle d’une parcelle de fluide et 

son énergie cinétique : (énergie potentielle/énergie cinétique). 

                                     𝑅𝑖 =
𝐺𝑟

𝑅𝑒 2
   

   
ou encore     𝑅𝑖 =

𝘨𝛽∆𝑇𝐿3

𝑣2
 

En résumé ces différents paramètres sont définis par le tableau (2.2) suivant : 

 

Tableau 2.2 : Signification des différents nombres adimensionnels. 

 

Nombre adimensionnel Définition Signification 

 

Nombre de Reynolds 

 

 

𝑅𝑒 = 𝑉0 .
𝐿

𝜐
 

 

Compare les forces d’inertie et les 

forces visqueuses. 

 

Nombre de Prandtl 

 

 

𝑃𝑟 =
𝜐

𝛼
 

 

Compare la diffusion de la quantité de 

mouvement à celle de la chaleur. 

 

 

Nombre de Grashof  

 

𝐺𝑟 =
𝘨. 𝛽. ∆𝑇. 𝐿3

𝜐2 
 

 

Compare les forces de gravité et les 

forces visqueuses. 

 

   Nombre de Richardson  

 

𝑅𝑖 =
𝘨. 𝛽. ∆𝑇. 𝐿

𝑣2
 

 

Compare l’énergie potentielle 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Grandeur_sans_dimension
https://fr.wikipedia.org/wiki/Thermodynamique
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_gravitationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_gravitationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_potentielle_gravitationnelle
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gravitationnelle d’une parcelle de 

fluide devant son énergie cinétique. 

 

8. FORMULATION FONCTION DE COURANT‒VORTICITE  

 

Dans le système d’équations présenté précédemment la pression n’est pas explicite 

et figure sous la forme de son gradient. Elle ne possède pas une équation explicite pour sa 

détermination, aussi plusieurs méthodes sont utilisées pour remédier à ce problème. Parmi 

celles-ci figure la formulation : « fonction de courant ‒ vorticité (𝛹 − 𝛺) » qui permet 

d’éliminer complètement la pression des équations de conservation de la quantité de 

mouvement. Tous les détails concernant le passage du système d’équations originales au 

système d’équations exprimé en « fonction de courant ‒ vorticité (𝛹 − 𝛺) » se trouvent 

dans la référence [98]. 

 

Les équations adimensionnelles permettant la détermination de la vorticité, de 

l’énergie et de la fonction du courant s’écrivent pour un écoulement bidimensionnel et 

incompressible : 

 

8.1 Equation de la vorticité 𝜴  

                                             
𝜕𝛺

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕𝛺

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕𝛺

𝜕𝑌
=

1

𝑅𝑒
 

𝜕2𝛺

𝜕𝑋2
+

𝜕2𝛺

𝜕𝑌2
 + 𝑅𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑋
                     (2.19) 

 

8.2 Equation de l’énergie  

                                                 
𝜕𝜃

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕𝜃

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕𝜃

𝜕𝑌
=

1

𝑅𝑒.𝑃𝑟
 

𝜕2𝜃

𝜕𝑋 2
+

𝜕2𝜃

𝜕𝑌2
                            (2.20) 

 

8.3 Fonction du courant  

                                                                   
𝜕2𝛹

𝜕𝑋2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑌2
= −𝛺                                          (2.21) 

 

Les vitesses de l’écoulement ainsi que la vorticité sont définies par les relations 

suivantes : 

                                      𝑈 =
𝜕𝛹

𝜕𝑌
;    𝑉 = −

𝜕𝛹

𝜕𝑋
;   𝛺 =

𝜕𝑉

𝜕𝑋
−

𝜕𝑈

𝜕𝑌
                             (2.21) 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89nergie_cin%C3%A9tique
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Les équations de la vorticité et de l’énergie peuvent être mises sous la forme 

générale de l’équation de transport précédente (2.18) : 

 

                                 
𝜕∅

𝜕𝜏
+ 𝑈

𝜕∅

𝜕𝑋
+ 𝑉

𝜕∅

𝜕𝑌
= Г∅  

𝜕2∅

𝜕𝑋2
+

𝜕2∅

𝜕𝑌2
 + 𝑆∅                          (2.18) 

 

L’équation de la conservation de la vorticité ayant remplacé les deux équations de 

la conservation de la quantité de mouvement, le coefficient de diffusion Г∅ et le terme 

source 𝑆∅  sont donnés dans le tableau suivant : 

 

Tableau 2.3 : Coefficients de diffusion et du terme source de l’équation de vorticité 

adimensionnelle. 

 

 

Equation 

 

∅ 

 

Г∅ 

 

𝑺∅ 

 

Equation de la vorticité 

 

𝛺 

 

1

𝑅𝑒
 

 

𝑅𝑖
𝜕𝜃

𝜕𝑋
 

 

9. FORME ADIMENSIONNELLE DES CONDITIONS INITIALES ET AUX 

LIMITES  

 

La résolution du système d’équations obtenu précédemment nécessite 

l’incorporation des conditions initiales et aux limites pour chaque variable dépendante. 

 

9.1 Conditions initiales 

 

Dans un premier temps, le fluide est au repos et sa température adimensionnelle est 

nulle dans toute la cavité. Les conditions de températures sont connues sur les parois. 

Ces conditions initiales sous forme adimensionnelles sont données par l’expression 

suivante : 

                          0 < 𝑋 < 1    et    0 < 𝑌 < 1   ⇒    𝜃 = 0;  𝛹 = 0     et    𝛺 = 0 
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9.2 Conditions aux limites  

 

La température adimensionnelle de la paroi gauche et droite est constante et égale à 

0. La partie chaude de la paroi inférieure est soumise à un flux de chaleur adimensionnel 

constant. La condition d’adiabacité est adoptée pour les autres parois (supérieure et 

inférieure). Les vitesses des parois gauche et droite sont uniformes et égale à 1. 

 

Ces différentes conditions peuvent être résumées par les expressions suivantes : 

 

 Sur la paroi supérieure  

                     
𝜕𝜃

𝜕𝑌
= 0 ;  𝑈 = 𝑉 = 0     pour :    0 < 𝑋 < 1  et   𝑌 = 1 

 

 Aux niveaux des parois droite et gauche  

                  𝜃 = 0 ;   𝑈 = 0     et     𝑉 = +1    pour :     
𝑋 = 0
𝑋 = 1

   et   0 < 𝑌 < 1 

 

 Au niveau de la partie source de chaleur sur la paroi inférieure       

                 
𝜕𝜃

𝜕𝑌
= −1     et    𝑈 = 𝑉 = 0    pour :    

1−𝜀

2
≤ 𝑋 ≤

1+𝜀

2
   et   𝑌 = 0 

 

 Aux niveaux des parties adiabatiques de la paroi inférieure  

                
𝜕𝜃

𝜕𝑌
= 0     et     𝑈 = 𝑉 = 0    pour :     

0 < 𝑋 <
1−𝜀

2
1+𝜀

2
< 𝑋 < 1

     et    𝑌 = 0 

 

 La valeur de la fonction du courant 𝛹 est égale à 0 sur toutes les parois. La vorticité 

sur les parois solides ou mobiles est évaluée par un développement de Taylor de premier 

ordre de la fonction de courant  𝛹. L’expression mathématique de cette condition sera 

développée dans le chapitre suivant. 

 

La figure suivante résume toutes les conditions aux limites pour résoudre le 

système d’équations considéré dans cette étude. 
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Figure 2.2 : Conditions aux limites adimensionnelles de problème considéré. 

 

10. CALCUL DU COEFFICIENT DE TRANSFERT DE CHALEUR (NOMBRE 

DE NUSSELT)  

 

C’est un nombre adimensionnel qui représente le rapport entre le flux thermique 

échangé par convection à celui échangé par conduction. Nous le définissons comme suit : 

 

 𝑁𝑢 𝑋 =
𝑕.𝐿

𝑘
 

Où :  

𝑕 : Le coefficient d'échange convectif. 

𝐿 : La longueur (hauteur) dimensionnelle de la cavité. 

𝑘 : La conductivité thermique. 

 

 Le transfert de chaleur à partir de la paroi chaude est exprimé par le nombre de 

Nusselt moyen  𝑁𝑢𝑚  défini comme suit : 

                                                               𝑁𝑢𝑚 =
1

𝜀
 𝑁𝑢 𝑋 𝑑𝑋

1+𝜀

2
1−𝜀

2

                                 (2.22) 

Où : 

𝜀 =  
𝑙

𝐿
  : est la longueur adimensionnelle de la source de chaleur et   𝑁𝑢 𝑋  est le nombre 

de Nusselt local défini par : 
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                                                                 𝑁𝑢 𝑋 =
𝑕.𝐿

𝑘
=

1

𝜃𝑤 (𝑋)
                                     (2.23) 

 

𝜃𝑤(𝑋) : est la température adimensionnelle au niveau de la paroi chaude. 

 

11. CONCLUSION  

 

Le modèle mathématique du problème considéré dans cette étude a été établi, les 

conditions initiales et aux limites ont été précisées. Ce modèle est constitué d’équations 

différentielles à dérivées partielles (E.D.P) non-linéaires. La solution analytique de tels 

modèles n’est possible que dans certains cas très simplifiés. Le recours aux méthodes 

numériques s’avère indispensable pour la résolution de ce modèle. La méthode de 

discrétisation des équations basée sur les différences finies ainsi que la résolution des 

systèmes d’équations algébriques obtenus après discrétisation seront exposées en détail 

dans le chapitre suivant. 
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MODELISATION NUMERIQUE 

 

1.  INTRODUCTION 

Le système d’équations établit dans le chapitre précédent est composé d’équations 

différentielles à dérivées partielles (E.D.P.) dont la résolution ne peut se faire que par des 

méthodes numériques. Toutes ces méthodes numériques n’ont pas pour but la 

détermination de la fonction temporelle et spatiale de la grandeur physique recherchée, 

mais la variation de la valeur discrète de celle-ci dans des points bien choisis (nœuds) du 

domaine considéré. La majorité des études concernant la résolution de tels systèmes fait 

appel à la méthode des différences finies, à celle des volumes finis ou bien à celle des 

éléments finis. D’excellents ouvrages sur ce sujet sont disponibles dans la littérature et 

nous citons, par exemples ceux d’Ozisik [99] et Thomas [100] pour la méthode des 

différences finies, ceux de Versteeg et malalasekera [101] et de Patankar [102] pour la 

méthode des volumes finis et enfin ceux de Tinsley Oden et al. [103] et de Robert Cook 

et al. [104] pour la méthode des éléments finis. 

 

2. CHOIX DE LA METHODE DE DISCRETISATION  

 

Parmi toutes les méthodes numériques utilisées pour la résolution des systèmes 

d’équations impliquant le transfert (transport) de la quantité de mouvement et de la 

chaleur, nous avons opté pour la méthode des différences finies. Celle-ci consiste à 

transformer le système d’équations différentielles à dérivées partielles en un système 

d’équations linéaires en se basant sur le développement de Taylor dont le but est de 

déterminer la valeur d’une entité physique quelconque en un point (nœud) en fonctions des 

valeurs de celle-ci en des points (nœuds) voisins (discrétisation). 

 

3. MAILLAGE  

Le maillage adopté à la configuration géométrique du problème étudié est conforme 

aux conditions sur les parois de la cavité et à la forme de celle-ci. Pour tenir compte des 

forts gradients des variables près des parois et de la partie chauffée de la cavité nous avons 

choisi un maillage structuré non-uniforme suivant les deux directions. Un schéma de ce 

maillage est montré dans la figure (3.1). 
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Figure 3.1 : Schémas du maillage non-uniforme de la cavité. 

 

4. DISCRETISATION DES DIFFERENTES DERIVEES  

 

 Pour la discrétisation des dérivées partielles des équations gouvernantes, nous 

avons utilisé différents schémas d’ordre élevé tel que : 

 

 Le schéma Upwind du 3
ème

 ordre pour les termes convectifs. 

 Le schéma centré du 4
ème

 ordre pour les termes diffusifs ainsi que pour les 

dérivées partielles du premier ordre (terme source de l’équation de la 

conservation de l’énergie et les vitesses). 

 La discrétisation du terme temporel utilise la méthode de Runge-Kutta 

d’ordre 4 (RK4) [105]. 

 

Les différents schémas de discrétisation des différents termes figurant dans les 

équations gouvernant le problème étudié sont détaillés dans ce qui suit. Par souci de clarté 

et de simplification, nous n’avons considéré que la discrétisation suivant X, la même 

démarche pourrait s’appliquer facilement suivant la direction Y. 

 

4.1 Discrétisation temporelle (
𝝏𝜑

𝝏𝝉
) 

 

Les équations de Navier-Stokes sont paraboliques par rapport à la variable 

« temps ». Nous adoptons donc pour la résolution numérique des équations déjà citées, une 
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approche où à chaque pas de temps (Δt), l’écoulement est calculé dans tout le domaine. En 

général les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir des solutions plus précise 

que la plus part des autres méthodes. La recherche d’une plus grande précision se fait au 

détriment d’un temps de calcul plus important car la convergence de la solution est 

tributaire d’un pas de temps (Δt) très petit, souvent de l’ordre de 10
-6

. Ce qui demande des 

ordinateurs de hautes performances. 

 

L’équation générale de transport d’une entité physique quelconque φ peut s’écrire 

sous la forme suivante : 

                                        
𝜕𝜑

𝜕𝜏
= −𝑈

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑉

𝜕𝜑

𝜕𝑌
+ Г𝜑  

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

𝜕2𝜑

𝜕𝑌2
 + 𝑆𝜑                         

𝑅𝑕𝑠(𝜑)

                      (3.1)  

   

La méthode de RK4 utilise trois paliers intermédiaires pour calculer la valeur de la 

variable φ au temps « n+1 »   𝜑 𝑖 ,𝑗
𝑛+1 dans un nœud quelconque i, j ; à partir de la valeur de 

la variable φ connue au temps « n »   𝜑 𝑖,𝑗
𝑛   selon les étapes suivantes [96] : 

 

  𝜑 𝑖,𝑗
1 =  𝜑 𝑖,𝑗

𝑛 +
∆𝜏

2
. 𝑅𝑕𝑠( 𝜑 𝑖,𝑗

𝑛 )                                                                               (3.2) 

       𝜑 𝑖,𝑗
2 =  𝜑 𝑖,𝑗

𝑛 +
∆𝜏

2
. 𝑅𝑕𝑠( 𝜑 𝑖,𝑗

1 )                                                                               (3.3) 

       𝜑 𝑖,𝑗
3 =  𝜑 𝑖,𝑗

𝑛 + ∆𝜏. 𝑅𝑕𝑠( 𝜑 𝑖,𝑗
2 )                                                                               (3.4) 

 

 𝜑 𝑖,𝑗
𝑛+1 =  𝜑 𝑖,𝑗

𝑛 +
∆𝜏

6
.  𝑅𝑕𝑠  𝜑 𝑖,𝑗

𝑛  + 2. 𝑅𝑕𝑠  𝜑 𝑖,𝑗
1  + 2. 𝑅𝑕𝑠  𝜑 𝑖,𝑗

2  + 𝑅𝑕𝑠( 𝜑 𝑖,𝑗
3 )            (3.5) 

 

4.2 Discrétisation du Terme convectif (𝑼
𝝏𝝋

𝝏𝑿
 )  

 

À cause de leur non-linéarité les termes convectifs soulèvent des difficultés quant à 

leurs discrétisations surtout lorsqu’il existe des zones de recirculation au sein du fluide en 

écoulement. Parmi tous les schémas de discrétisation proposés dans la littérature nous 

avons choisi le schéma « Upwind » du troisième ordre de Kawamura et al. [106]. Le terme 

convectif est une combinaison de la dérivée première centrée et de la dérivée première 

décentrée avant, quand la vitesse de l’écoulement est négative ou de la dérivée première 

décentrée arrière si la vitesse de l’écoulement est positive. Nous allons, dans ce qui suit, 
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déterminer la dérivée première telle qu’elle s’est imposée par le schéma précédemment 

cité, dans le cas où la vitesse est positive et dans le cas où celle-ci est négative.   

 

Pour U > 0 l’entité physique 𝜑 est convectée à partir de la gauche (amont). 

L’équation (3.6) donne l’expression de la dérivée première de ce schéma et la figure (3.5) 

montre les nœuds concernés pour sa discrétisation. 

 

                                         
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0
=

1

3
[2.  

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

]                              (3.6) 

 

Figure 3.2 : Maillage décentré amont suivant X. 

 

Pour U < 0 dans ce cas l’entité physique 𝜑 est convectée à partir de la droite (aval). 

La dérivée première de ce schéma est donnée par l’équation (3.7) et la figure (3.6) montre 

les nœuds concernés pour sa discrétisation. 

 

                                        
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0
=

1

3
[2.  

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

]                                 (3.7) 

 

Figure 3.3 : Maillage décentré aval suivant X. 

 

En se basant sur les figures précédentes et en considérant le développement en 

séries de Taylor d’une variable dépendante 𝜑 en négligeant les termes d’ordre supérieur à 

deux, nous pouvons écrire : 
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𝜑𝑖−2,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 − 𝑠𝑚𝑥𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑚𝑥 𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                                                (a) 

𝜑𝑖−1,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 − ∆𝑋𝑖−1
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖−1

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                                              (b) 

𝜑𝑖+1,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 + ∆𝑋𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                                                    (c) 

𝜑𝑖+2,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 + 𝑠𝑝𝑥𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑝𝑥𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                                                 (d) 

 

Avec: 

𝑠𝑚𝑥𝑖 = ∆𝑋𝑖−2 + ∆𝑋𝑖−1 

𝑠𝑥𝑖 = ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖 

𝑠𝑝𝑥𝑖 = ∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1  

 

À partir de ces développements en séries de Taylor nous allons détailler la 

discrétisation des différentes dérivées premières de l’entité physique 𝜑. 

 

4.2.1 La différence centrale (central difference) [ 
𝝏𝜑

𝝏𝑿
 
𝒄𝒆𝒏𝒕𝒓𝒂𝒍𝒆

] 

 

Nous multiplions l’équation (c) par (∆𝑋𝑖−1
2 ), nous obtenons : 

 

∆𝑋𝑖−1
2 𝜑𝑖+1,𝑗 = ∆𝑋𝑖−1

2 𝜑𝑖 ,𝑗 + ∆𝑋𝑖−1
2 ∆𝑋𝑖

 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖−1

2 ∆𝑋𝑖
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                          (c1) 

 

Et l’équation (b) par (−∆𝑋𝑖
2), nous obtenons : 

 

−∆𝑋𝑖
2𝜑𝑖−1,𝑗 = −∆𝑋𝑖

2𝜑𝑖,𝑗 + ∆𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

−
∆𝑋𝑖

2×∆𝑋𝑖−1
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                  (b1) 

 

La sommation de l’équation (c1) et (b1) donne la différence centrale (central 

difference) exprimée par : 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

= −
∆𝑋𝑖

𝑠𝑥 𝑖 .∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1,𝑗 +

(∆𝑋𝑖−∆𝑋𝑖−1 )

∆𝑋𝑖 .∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖 ,𝑗 +

∆𝑋𝑖−1

𝑠𝑥 𝑖 .∆𝑋𝑖
𝜑𝑖+1,𝑗                                      (3.8) 
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4.2.2 La différence arrière (backward difference) [ 
𝝏𝝋

𝝏𝑿
 
𝒂𝒓𝒓𝒊è𝒓𝒆

] 

 

De façon analogue que la différence centrale, nous allons calculer la différence arrière, 

nous faisons la multiplication de l’équation (b) par (𝑠𝑚𝑥𝑖
2), nous obtenons : 

 

𝑠𝑚𝑥𝑖
2𝜑𝑖−1,𝑗 = 𝑠𝑚𝑥𝑖

2𝜑𝑖 ,𝑗 − 𝑠𝑚𝑥𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑚𝑥 𝑖

2×∆𝑋𝑖−1
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                              (b2) 

 

Et l’équation (a) par (−∆𝑋𝑖−1
2 ), nous obtenons : 

 

−∆𝑋𝑖−1
2 𝜑𝑖−2,𝑗 = −∆𝑋𝑖−1

2 𝜑𝑖 ,𝑗 + 𝑠𝑚𝑥𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
2  𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

−
∆𝑋𝑖−1

2 ×𝑠𝑚𝑥 𝑖
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                         (a1) 

 

La sommation de l’équation (b2) et (a1) donne la différence arrière (backward 

difference) exprimée par : 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

=
∆𝑋𝑖−1

𝑠𝑚𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−2,𝑗 −

𝑠𝑚𝑥 𝑖

∆𝑋𝑖−1 ×∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−1,𝑗 +

 𝑠𝑚𝑥 𝑖+∆𝑋𝑖−1 

𝑠𝑚𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖 ,𝑗                             (3.9) 

 

 

4.2.3 La différence avant (forward difference) [  
𝝏𝝋

𝝏𝑿
 
𝒂𝒗𝒂𝒏𝒕

] 

 

Nous multiplions l’équation (c) par (𝑠𝑝𝑥𝑖
2), nous obtenons : 

 

𝑠𝑝𝑥𝑖
2𝜑𝑖+1,𝑗 = 𝑠𝑝𝑥𝑖

2𝜑𝑖 ,𝑗 + 𝑠𝑝𝑥𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑝𝑥 𝑖

2×∆𝑋𝑖
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                         (c1) 

 

  Et l’équation (d) par (−∆𝑋𝑖
2), nous obtenons : 

 

−∆𝑋𝑖
2𝜑𝑖+2,𝑗 = −∆𝑋𝑖

2𝜑𝑖,𝑗 − ∆𝑋𝑖
2 × 𝑠𝑝𝑥𝑖

 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

−
∆𝑋𝑖

2×𝑠𝑝𝑥𝑖
2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

                                     (d1) 

 

Et enfin la sommation de l’équation (c1) par (d1) donne la différence avant (forward 

difference) exprimée par : 
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 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

= −
 𝑠𝑝𝑥 𝑖+∆𝑋𝑖 

𝑠𝑝𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖
𝜑𝑖,𝑗 +

𝑠𝑝𝑥 𝑖

∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+1,𝑗 −

∆𝑋𝑖

𝑠𝑝𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+2,𝑗                                 (3.10) 

 

 

En substituant les équations (3.8) et (3.9) dans l’équation (3.6) nous obtenons : 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0
=

∆𝑋𝑖−1

3𝑠𝑚𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−2,𝑗 −  

2∆𝑋𝑖

3𝑠𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖−1
+

𝑠𝑚𝑥 𝑖

3∆𝑋𝑖−1×∆𝑋𝑖−2
 𝜑𝑖−1,𝑗 +  

2(∆𝑋𝑖−∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖−1
+

                                                           

𝑠𝑚𝑥𝑖+∆𝑋𝑖−13𝑠𝑚𝑥𝑖×∆𝑋𝑖−1𝜑𝑖,𝑗+2∆𝑋𝑖−13𝑠𝑥𝑖×∆𝑋𝑖𝜑𝑖+1,𝑗                             (3.11) 
 

 

La substitution de (3.8) et (3.10) dans l’équation (3.7) donne : 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0
= −

2.∆𝑋𝑖

3.𝑠𝑥𝑖×∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1,𝑗 +  

2(∆𝑋𝑖−∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖−1
−

 𝑠𝑝𝑥 𝑖+∆𝑋𝑖 

3𝑠𝑝𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖
 𝜑𝑖,𝑗 +  

2∆𝑋𝑖−1

3𝑠𝑥 𝑖×∆𝑋𝑖
+

                                                         𝑠𝑝𝑥𝑖3∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖+1𝜑𝑖+1,𝑗−∆𝑋𝑖3𝑠𝑝𝑥𝑖×∆𝑋𝑖+1𝜑𝑖+2,𝑗                         

(3.12) 
 

 

Maintenant que les différentes dérivées premières sont déterminées nous allons 

déduire la discrétisation du terme convectif. 

 

Posant : 

𝑈𝑝(𝑖, 𝑗) =
𝑈𝑖,𝑗 +  𝑈𝑖,𝑗  

2
 

Et : 

𝑈𝑛(𝑖, 𝑗) =
𝑈𝑖,𝑗 −  𝑈𝑖,𝑗  

2
 

 

 Si   𝑈 > 0 :      
𝑈𝑝 𝑖, 𝑗 =

2𝑈𝑖,𝑗

2
= 𝑈𝑖,𝑗

𝑈𝑛 𝑖, 𝑗 = 0
  

 

 Si   𝑈 < 0 :        
𝑈𝑝 𝑖, 𝑗 = 0

𝑈𝑛 𝑖, 𝑗 =
2𝑈𝑖,𝑗

2
= 𝑈𝑖,𝑗
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Donc on peut écrire : 

                              𝑈
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

= 𝑈𝑝 𝑖, 𝑗  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0
+ 𝑈𝑛 𝑖, 𝑗  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0
                   (3.13) 

 

Le développement de cette dernière relation permet d’exprimer la discrétisation du 

terme convectif suivant la direction horizontale (X). 

 

 𝑈
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖,𝑗

𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑
=

𝑎𝑖 𝑖 𝑈𝑝𝜑𝑖−2,𝑗 +  𝑏1𝑖 𝑖 𝑈𝑝 + 𝑏2𝑖 𝑖 𝑈𝑛 𝜑𝑖−1,𝑗 +  𝑐1𝑖 𝑖 𝑈𝑝 + 𝑐2𝑖 𝑖 𝑈𝑛 𝜑𝑖 ,𝑗 +

 𝑑1𝑖 𝑖 𝑈𝑝 + 𝑑2𝑖 𝑖 𝑈𝑛 𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝑒𝑖 𝑖 𝑈𝑛𝜑𝑖+2,𝑗                                                               (3.14) 

 

Les valeurs des différents coefficients de l’entité physique 𝜑 figurent dans l’annexe B. 

 

D’une manière analogue la discrétisation du terme convectif suivant la direction 

verticale (Y) sera exprimée par les équations suivantes : 

 

                     𝑉
𝜕∅

𝜕𝑌
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

= 𝑉𝑝 𝑖, 𝑗  𝜕∅

𝜕𝑌
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑉>0
+ 𝑉𝑛 𝑖, 𝑗  𝜕∅

𝜕𝑌
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑉<0
                               (3.15) 

 

 𝑉
𝜕𝜑

𝜕𝑌
 
𝑖,𝑗

𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑
=

𝑎𝑗 𝑗 𝑉𝑝𝜑𝑖 ,𝑗−2 +  𝑏1𝑗 𝑗 𝑉𝑝 + 𝑏2𝑗 𝑗 𝑉𝑛 𝜑𝑖,𝑗−1 +  𝑐1𝑗 𝑗 𝑉𝑝 + 𝑐2𝑗 𝑗 𝑉𝑛 𝜑𝑖 ,𝑗 +  𝑑1𝑗 𝑗 𝑉𝑝 +

𝑑2𝑗𝑗𝑉𝑛𝜑𝑖,𝑗+1 +𝑒𝑗𝑗𝑉𝑛𝜑𝑖,𝑗+2                                                                                    (3.16)                          

 

Les valeurs des différents coefficients de l’entité physique 𝜑 figurent dans l’annexe B. 

 

4.3 Discrétisation du terme diffusif (
𝝏𝟐∅

𝝏𝑿𝟐
) 

 

 Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante ∅ en 

négligeant les termes d’ordre supérieur à quatre : 

 

𝜑𝑖−2,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 − 𝑠𝑚𝑥𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑚𝑥 𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

−
𝑠𝑚𝑥 𝑖

3

3!
 𝜕

3𝜑

𝜕𝑥 3
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑚𝑥 𝑖

4

4!
 𝜕

4𝜑

𝜕𝑥 4
 
𝑖,𝑗

                              (i) 
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𝜑𝑖−1,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 − ∆𝑋𝑖−1
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖−1

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

−
∆𝑋𝑖−1

3

3!
 𝜕

3𝜑

𝜕𝑥 3
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖−1

4

4!
 𝜕

4𝜑

𝜕𝑥 4
 
𝑖,𝑗

                            (j) 

𝜑𝑖+1,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 + ∆𝑋𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖

3

3!
 𝜕

3𝜑

𝜕𝑥 3
 
𝑖,𝑗

+
∆𝑋𝑖

4

4!
 𝜕

4𝜑

𝜕𝑥 4
 
𝑖,𝑗

                                      (k) 

𝜑𝑖+2,𝑗 = 𝜑𝑖 ,𝑗 + 𝑠𝑝𝑥𝑖
 𝜕𝜑

𝜕𝑥
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑝𝑥𝑖

2

2!
 𝜕

2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑝𝑥𝑖

3

3!
 𝜕

3𝜑

𝜕𝑥 3
 
𝑖,𝑗

+
𝑠𝑝𝑥𝑖

4

4!
 𝜕

4𝜑

𝜕𝑥 4
 
𝑖,𝑗

                                  (l) 

 

Pour arriver à l’expression donnant la discrétisation de la dérivée seconde, trois 

étapes sont indispensables. L’étape de départ a pour but d’éliminer la dérivée 

quatrième  (
𝜕4𝜑

𝜕𝑥 4
), la seconde pour la dérivée troisième   

𝜕3𝜑

𝜕𝑥 3
  et la dernière pour la dérivée 

première  (
𝜕𝜑

𝜕𝑥
). Il en découle l’expression suivante pour la dérivée seconde. 

 

 𝜕
2𝜑

𝜕𝑥 2
 
𝑖,𝑗

= 𝑑2𝑥𝑚2 𝑖 𝜑𝑖−2,𝑗 + 𝑑2𝑥𝑚1 𝑖 𝜑𝑖−1,𝑗 + 𝑑2𝑥0 𝑖 𝜑𝑖,𝑗 + 𝑑2𝑥𝑝1 𝑖 𝜑𝑖+1,𝑗 +

𝑑2𝑥𝑝2𝑖𝜑𝑖+2,𝑗                                                                                                                      (3.17) 

 

Les coefficients de la variable 𝜑 figurant dans cette expression sont très compliqués 

pour être reproduits ici et nous avons détaillé leurs calculs dans l’annexe C. 

 

4.4 Discrétisation du terme source (
𝝏𝜽

𝝏𝑿
)  

 

Nous procédons de la même manière que précédemment pour discrétiser la dérivée 

première. Dans ce cas la dernière étape a pour but d’éliminer la dérivée seconde   (
𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
). Il 

en découle l’expression suivante pour la dérivée première. 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖,𝑗

= 𝑑1𝑥𝑚2 𝑖 𝜑𝑖−2,𝑗 + 𝑑1𝑥𝑚1 𝑖 𝜑𝑖−1,𝑗 + 𝑑1𝑥0 𝑖 𝜑𝑖,𝑗 + 𝑑1𝑥𝑝1 𝑖 𝜑𝑖+1,𝑗 +

 𝑑1𝑥𝑝2 𝑖 𝜑𝑖+2,𝑗                                                                                                                (3.18) 

 

Dans ce cas aussi les coefficients de la variable 𝜑 figurent dans l’annexe D. 
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4.5 Discrétisation des conditions aux limites  

 

Les dérivées des conditions aux limites sont discrétisées avec un schéma décentré avant 

ou arrière, selon la position de la paroi considérée. 

 

4.5.1 Température  

 

Dans le problème que nous traitons, les températures aux parois latérales sont 

imposées ; alors que les autres parois sont considérées adiabatiques. Cette condition 

s’exprime par : 

 𝜕𝜃

𝜕𝑌
 
𝑗 =1,𝑛𝑦𝑡

= 0  

 

Il vient alors : 𝜃𝑖,1 = −
𝑠𝑝𝑦 1

2

∆𝑦1
2−𝑠𝑝𝑦 1

2 𝜃𝑖,2 +
∆𝑦1

2

∆𝑦1
2−𝑠𝑝𝑦 1

2 𝜃𝑖,3  

 

                       𝜃𝑖,𝑛𝑦𝑡 = −
𝑠𝑚𝑦 𝑛𝑦𝑡

2

∆𝑦𝑛𝑦𝑡 −1
2 −𝑠𝑚𝑦 𝑛𝑦𝑡

2 𝜃𝑖,𝑛𝑦𝑡 −1 +
∆𝑦𝑛𝑦𝑡 −1

2

∆𝑦𝑛𝑦𝑡 −1
2 −𝑠𝑚𝑦 𝑛𝑦𝑡

2 𝜃𝑖,𝑛𝑦𝑡 −2 

 

Avec :  𝑠𝑝𝑦1 = ∆𝑦1 + ∆𝑦2   et  𝑠𝑚𝑦𝑛𝑦𝑡 = ∆𝑦𝑛𝑦𝑡 −2 + ∆𝑦𝑛𝑦𝑡 −1 

 

4.5.2 Vorticité  

 

L’une des principales difficultés dans l’utilisation de la formulation fonction de 

courant – vorticité (𝛹 − 𝛺) apparait lors du traitement des conditions aux limites de la 

vorticité, qui ne sont pas données explicitement sur les parois (solides ou mobiles). 

Plusieurs conditions ont été proposées dans la littérature, dans notre cas nous allons 

détailler la discrétisation de ces conditions aux niveaux des parois. 

 

La vorticité est donnée par cette relation :  𝛺 =
𝜕𝑉

𝜕𝑋
−

𝜕𝑈

𝜕𝑌
  

 

 Paroi fixe inférieure  

 

Au niveau de la paroi inférieure elle s’exprime par : 
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                                            𝛺 𝑗 =1 =  𝜕𝑉

𝜕𝑋
 
𝑗 =1   

=0

−  𝜕𝑈

𝜕𝑌
 
𝑗 =1

= −  𝜕
2𝛹

𝜕𝑌 2
 
𝑗 =1

  

Considérons le développement en série de Taylor pour 𝛹 en négligeant les termes 

d’ordre supérieur à deux. 

𝛹𝑖 ,2 = 𝛹𝑖 ,1 +  ∆𝑌1

𝜕𝛹

𝜕𝑌
 
𝑗 =1       

=0

+
∆𝑌1

2

2
 𝜕

2𝛹

𝜕𝑌2
 
𝑗 =1     

 −𝛺 𝑗=1

 

Donc :                                    𝛺 𝑖,1 =
2

∆𝑌1
2 (𝛹𝑖 ,1 − 𝛹𝑖 ,2) 

 

 Paroi fixe supérieure  

 

D’une manière similaire que la paroi inférieure, nous obtenons la relation suivante : 

 

 𝛺 𝑖,𝑛𝑦𝑡 =
2

∆𝑌𝑛𝑦𝑡 −1
2 (𝛹𝑖 ,𝑛𝑦𝑡 − 𝛹𝑖 ,𝑛𝑦𝑡 −1) 

 

 Paroi mobile gauche 

 

Dans ce cas le terme (
𝜕𝛹

𝜕𝑋
) n’est pas nul mais égal à (−𝑉0), de telle façon que pour 

la paroi gauche (𝑖 = 1) le développement en série de Taylor pour  𝛹 est : 

 

𝛹2,𝑗 = 𝛹1,𝑗 +  ∆𝑋1

𝜕𝛹

𝜕𝑋
 
𝑖=1       

=−∆𝑋1𝑉0

+
∆𝑋1

2

2
 𝜕

2𝛹

𝜕𝑋2
 
𝑖=1     

 −𝛺 𝑖=1

 

Alors : 

 𝛺 1,𝑗 =
2

∆𝑋1
2 (𝛹1,𝑗 − 𝛹2,𝑗 − ∆𝑋1𝑉0) 

 

 Paroi mobile droite 

 

D’une manière analogue que la paroi gauche, nous obtenons pour la paroi droite 

l’expression suivante : 

                               𝛺 𝑛𝑥𝑡 ,𝑗 =
2

∆𝑋𝑛𝑥𝑡 −1
2 (𝛹𝑛𝑥𝑡 ,𝑗 − 𝛹𝑛𝑥𝑡 −1,𝑗 + ∆𝑋𝑛𝑥𝑡 −1𝑉0) 
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5. RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS  

 

 Les différentes dérivées partielles figurant dans les équations régissant notre 

modèle mathématique ont été discrétisées. Une fois leurs expressions substituées dans ces 

équations nous obtenons un système d’équations algébriques qui peut être résolu 

facilement par n’importe quelle méthode numérique. 

 

 Les champs de la température et de la vorticité sont déterminés par la méthode de 

Runge-Kutta d’ordre quatre (RK4), déjà décrite, alors que pour la détermination de la 

fonction de courant 𝛹 nous avons opté pour la méthode itérative N.L.O.R. avec sur 

relaxation (Non Linear Over Relaxation). Conformément à cette méthode la valeur de la 

fonction de courant 𝛹 à l’itération (k+1) en fonction de la valeur de cette même variable à 

l’itération k, est donnée par la relation suivante : 

                                               𝛹𝑖 ,𝑗
𝑘+1 = 𝛹𝑖 ,𝑗

𝑘 − 𝐾
𝐹𝛹𝑖 ,𝑗

𝜕𝐹𝛹𝑖,𝑗

𝜕𝛹𝑖,𝑗

                                              (3.19) 

Dans laquelle : 𝐹𝛹𝑖,𝑗
=

𝜕2𝛹

𝜕𝑋 2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑌 2
+ 𝛺𝑖 ,𝑗  et 𝐾 représente le facteur de sur/sous 

relaxation, sa valeur est comprise entre 0 et 2. 

 

En substituant la discrétisation des dérivées secondes de la fonction 𝐹𝛹𝑖,𝑗
 dans 

l’équation (3.19), la fonction de courant à l’itération (k+1) est donnée par l’équation 

suivante : 

 

𝛹𝑖 ,𝑗
𝑘+1 = 𝛹𝑖 ,𝑗

𝑘 −
𝐾

[𝑑2𝑥0 𝑖 +𝑑2𝑦0(𝑗 )]
[𝑑2𝑥𝑝2 𝑖 𝛹𝑖+2,𝑗

𝑘 + 𝑑2𝑥𝑝1 𝑖 𝛹𝑖+1,𝑗
𝑘 + 𝑑2𝑥𝑚1 𝑖 𝛹𝑖−1,𝑗

𝑘+1 +

𝑑2𝑥𝑚2 𝑖 𝛹𝑖−2,𝑗
𝑘+1 +  𝑑2𝑥0 𝑖 + 𝑑2𝑦0 𝑗  𝛹𝑖 ,𝑗

𝑘 + 𝑑2𝑦𝑝2 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗+2
𝑘 + 𝑑2𝑦𝑝1 𝑗 𝛹𝑖,𝑗 +1

𝑘 +

𝑑2𝑦𝑚1𝛹𝑖 ,𝑗−1
𝑘+1 + 𝑑2𝑦𝑚2(𝑗)𝛹𝑖 ,𝑗−2

𝑘+1 ]                                                                                   (3.20) 

 

Tous les coefficients figurant dans cette formule sont donnés dans l’annexe C.  

 

5.1 Champs de vitesses  

 

Les composantes du champ de vitesse sont obtenues explicitement à partir de la 

définition de la fonction de courant c'est-à-dire : 𝑈 =
𝜕𝛹

𝜕𝑌
  et  𝑉 = −

𝜕𝛹

𝜕𝑋
 . Une fois les 
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valeurs de la fonction de courant calculées les vitesses seront déduites par les relations 

suivantes : 

 

𝑈𝑖,𝑗 = 𝑑1𝑦𝑚2 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗−2 + 𝑑1𝑦𝑚1 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗−1 + 𝑑1𝑦0 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗 + 𝑑1𝑦𝑝1 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗 +1 +

𝑑1𝑦𝑝2 𝑗 𝛹𝑖 ,𝑗 +2                                                                                                               (3.21) 

 

 

 

𝑉𝑖 ,𝑗 = − 𝑑1𝑥𝑚2 𝑖 𝛹𝑖−2,𝑗 + 𝑑1𝑥𝑚1 𝑖 𝛹𝑖−1,𝑗 + 𝑑1𝑥0 𝑖 𝛹𝑖 ,𝑗 + 𝑑1𝑥𝑝1 𝑖 𝛹𝑖+1,𝑗 +

𝑑1𝑥𝑝2𝑖𝛹𝑖+2,𝑗                                                                                                              (3.22) 

 

Tous les coefficients figurant dans ces deux formules sont donnés dans l’annexe D. 

 

6. ALGORITHME DE CALCUL  

 

 La formulation (𝛹 − 𝛺) exige un traitement simultané des trois équations (fonction 

du courant, vorticité et l’énergie). Les principales étapes sont résumées par l’algorithme 

suivant : 

1. Définition du domaine et lecture des données. 

2. Génération du maillage. 

3. Introduction des conditions initiales et aux limites. 

4. Début de la boucle sur le temps. 

 Résolution de l’équation de l’énergie et de la vorticité à l’aide de la 

méthode de RK4.  

 Calcul du champ de la fonction de courant à partir de l’équation de Laplace 

(3.17) par la méthode N.L.O.R.  

 Détermination du champ de vitesse  𝑈, 𝑉 à partir de ces relations : (3.21) et 

(3.22). 

 Détermination de la vorticité aux parois. 

 Incrémentation du temps (𝜏+Δ𝜏).  

 Répétition des calculs jusqu’à l’obtention du régime établi. 

        Fin de la boucle sur le temps. 

5. Impression des résultats. 
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7. CRITERE DE CONVERGENCE  

 

Pour optimiser le temps de calcul en fonction des moyens informatiques disponibles 

nous avons fixé le critère de convergence pour la détermination de la fonction de courant 

à : 

𝑀𝑎𝑥  𝛹𝑖 ,𝑗
𝑘+1 − 𝛹𝑖 ,𝑗

𝑘   ≤ 10−5 

 

8. CONCLUSION 

 

Dans le cadre de ce chapitre nous avons présenté la discrétisation des différentes 

dérivées des équations de base régissant la convection mixte dans notre cavité par la 

méthode des différences finis. Les schémas de cette discrétisation ont été détaillés ; et nous 

avons obtenu pour, chaque variable du problème considéré, un système d’équations 

algébriques qui a été résolu numériquement. À partir de l’algorithme déjà établi nous avons 

élaboré un code de calcul en langage Fortran qui a été utilisé pour effectuer toutes les 

simulations nécessaires à la résolution numérique du problème considéré dans cette étude 

afin de satisfaire le but déjà fixé. Les résultats de ces simulations numériques sont 

présentés et discutés dans le chapitre suivant. 
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RESULTATS ET DISCUSSION 

 

1. INTRODUCTION 

 

Les équations du modèle mathématique régissant la convection mixte dans la 

géométrie considérée ainsi que la méthode de résolution ont été établies et présentées dans 

les chapitres précédents. Dans ce chapitre nous présenterons les résultats de nombreuses 

simulations relatives à ce problème. Le choix du maillage sera d’abord déterminé, ensuite 

suivra la validation du code de calcul et enfin nous présenterons et discuterons les résultats 

obtenus.  

 

2. CHOIX DU MAILLAGE  

 

Le choix d’un maillage permettant un compromis raisonnable entre le temps de calcul 

et la précision des résultats, nécessite des tests en considérant plusieurs grilles. Nous avons, 

alors, considéré des grilles de : 81×81, 101×101, 161×161 et 201×201. Les résultats 

obtenus en termes de la fonction de courant maximale 𝛹max ; de la température maximale 

θmax ; et du nombre de Nusselt moyen 𝑁𝑢     pour Ri = 0.1, Pr = 0.71 et Re = 100 sont 

présentés en fonction des grilles du maillage dans le tableau (4.1). L’erreur relative entre 

une grille de 101×101 par rapport à celle de 201×201 est de 0.4% pour  𝑁𝑢    , elle est de 

1.4% pour θmax ; cependant elle atteint 7% pour 𝛹max. 

 

Tableau 4.1 : Effet du maillage sur la fonction de courant et de la température  

                      maximales ainsi que sur le nombre de Nusselt moyen. (Ri = 0.1, 

Pr = 0.71 et Re = 100). 

 

Grille 𝛹max 𝜽𝒎𝒂𝒙 𝑵𝒖     

81×81 7.8832×10
-2

 0.1758 5.65734 

101×101 8.1470×10
-2 0.1772 5.66724 

161×161 8.5896×10
-2 0.1790 5.68334 

201×201 8.7527×10
-2 0.1797 5.68913 

 



CHAPITRE IV                                                             RESULTATS ET DISCUSSION  

 

73 

 

Les figures (4.1), (4.2) et (4.3) montrent les profils de la température, de la vitesse 

verticale "V " et de la fonction de courant à Y = 0.5 respectivement. Nous pouvons 

constater que les profils correspondant à la grille de 101×101 sont proches de ceux 

correspondant aux grilles de 161×161 et de 201×201 et par conséquence nous avons opté 

pour une grille de 101×101 pour tous les calculs ultérieurs. Par ailleurs il faut préciser que 

ce choix a aussi été motivé par le matériel informatique (P.C) disponible. 

 

 

Figure 4.1 : Convergence du profil de température à Y = 0.5. 

 

 

Figure 4.2 : Convergence du profil de vitesse à Y = 0.5. 
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            Figure 4.3 : Convergence du profil de la fonction de courant à Y = 0.5. 

 

3.  VALIDATION DU CODE DE CALCUL  

 

La validation de notre code numérique a été faite en considérant une étude similaire 

rapportée par Aydin et Yang [84]. Ces auteurs considèrent l’étude numérique de la 

convection mixte dans une cavité carrée contenant de l’air, dont la paroi supérieure est 

adiabatique et les parois verticales qui se déplacent vers le bas avec une vitesse et une 

température froide constantes. Une source de chaleur dont la longueur adimensionnelle est 

ε = l/L est placée au centre de la paroi inférieure. Toutes les autres parties de cette cavité 

sont considérées adiabatiques. 

 

Les figures (4.4) et (4.5) comparent, respectivement, les contours de la fonction de 

courant et de la température pour Ri = 10 et ε = 4/5. D’une manière qualitative nous 

pouvons constater que ces contours sont similaires. 
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                       (a) Présent travail                              (b) Résultat d’Aydin et Yang [84] 

 

Figure 4.4 : Comparaison des contours de la fonction de courant pour Ri = 10 et ε = 4/5. 

 

                  

                     (a) Présent travail                                 (b) Résultat d’Aydin et Yang [84] 

 

Figure 4.5 : Comparaison des isothermes pour Ri = 10 et ε = 4/5. 

  

Par ailleurs, la figure (4.6) compare quantitativement le profil de la vitesse verticale 

"V " à Y = 0.5 quand ε = 1/5 et pour différents nombres du nombre de Richardson "Ri ". 

Nous pouvons constater, que dans les deux cas, ces profils sont équivalents. Enfin la figure 

(4.7) compare, pareillement, les valeurs du nombre de Nusselt moyen 𝑁𝑢     en fonction du 

nombre de Richardson (Ri = Gr/Re
2
). Là aussi, nous constatons une excellente 

concordance entre les deux cas. 
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Figure 4.6 : Comparaison du profil de vitesse "V " le long du Y = 0.5 avec les résultats 

d’Aydin et Yang [84] pour Ri = 0.1, 1 et 10. 

 

 

 

Figure 4.7 : Comparaison du nombre de Nusselt moyen (𝑁𝑢𝑚) avec les résultats d’Aydin 

et Yang [84] en fonction de Ri. 

 



CHAPITRE IV                                                             RESULTATS ET DISCUSSION  

 

77 

 

4. RESULTATS  

 

L’un des aspects le plus important de cette étude numérique consiste à détecter les 

divers comportements de l'écoulement du fluide dans la cavité. À cet égard nous avons 

choisi le nombre de Richardson Ri comme paramètre d’étude. Les simulations numériques 

ont été effectuées pour une valeur de ce nombre comprise entre 0.1 et 50, ce qui 

correspond à une valeur du nombre de Grashof comprise entre 10
3
 et 5.10

5
 (convection 

mixte en régime laminaire). La cavité est remplie d'air dont le nombre de Prandtl est 0.71. 

La longueur adimensionnelle de la partie chauffée de la paroi inférieure est maintenue à 

4/5. Le nombre de Reynolds a été fixé à 10
2
. 

 

Les résultats des nombreuses simulations nous ont permis de déceler trois 

comportements, tout à fait différents, exposés sur la figure (4.8). Cette figure montre la 

variation du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Richardson. Nous 

pouvons remarquer que le nombre de Nusselt moyen calculé le long de la paroi chauffée 

située sur la paroi inférieure de la cavité augmente continuellement avec l'augmentation du 

nombre de Richardson.  

 

Cependant, nous pouvons observer deux diminutions assez nettes de ce nombre 

concrétisées par les points B et C. Le point B marque la transition d'un écoulement 

caractérisé par deux cellules parfaitement symétriques à un écoulement caractérisé par 

deux cellules asymétriques, et le point C indique le passage de l’écoulement formé des 

deux cellules asymétriques à un écoulement caractérisé par quatre cellules symétriques. 

Une paire de cellules contrarotatives situées au milieu de la cavité et une autre paire de 

cellules adjacentes aux parois latérales.  

 

En outre, pour bien visualiser ces changements de l’écoulement (bifurcation) les 

contours de la fonction de courant (au-dessus de la courbe) et ceux des isothermes (en 

dessous de la courbe) sont tracés sur la même figure pour les nombres de Richardson 

égaux à 10, 35 et 45.  
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Figure 4.8 : Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de 

Richardson. 

 

Nous allons, dans ce qui suit détailler ces différents comportements de l’écoulement en 

fonction du nombre de Richardson.  

 

4.1 Régime dominé par la convection forcée 0.1 ≤ 𝑹𝒊 ≤ 15.6 

 

Ce régime d’écoulement est caractérisé par deux cellules contrarotatives et 

symétriques par rapport à l’axe vertical situé au milieu de la cavité. Le fait que 

l’écoulement du fluide à l’intérieur de la cavité est généré seulement par les forces de 

cisaillement dues aux parois latérales mobiles, nous permet de désigner ce régime 

comme « régime dominé par la convection forcée ». 
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4.1.1 Champs thermiques  

 

La figure (4.9) montre le contour des isothermes pour des nombre de Richardson 

compris entre 0.1 et 15.6. Dans tous les cas les isothermes présentent une densité 

importante au niveau de la partie chauffée et sont parallèles à celle-ci indiquant par la 

même un régime de transmission de la chaleur par conduction. Les forces visqueuses dues 

au mouvement latéral des parois mobiles soutirent une partie de la chaleur produite par la 

partie chauffée pour essayer de la transmettre, le long de ces parois verticales, vers le haut 

de la cavité. Par conséquent la partie supérieure de la cavité reste à une température froide. 

Par ailleurs nous remarquons visuellement que le champ de température n’est pas affecté 

d’une manière nette, par l’augmentation du nombre de Richardson. Nous pouvons conclure 

que dans ce cas, la dominance des forces de cisaillement dues au glissement des parois 

mobiles sont prépondérantes par rapport aux forces de flottabilité dues aux gradients de 

température au niveau de la partie chauffée. 

 

                       

                  Ri = 0.1                                                                        Ri = 0.2 

 

                       

                  Ri = 1                                                                       Ri = 8 
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                  Ri = 13                                                                    Ri = 14 

 

                       

                  Ri = 15                                                                    Ri = 15.6 

 

Figure 4.9 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection forcée pour 

différentes valeurs du nombre de Richardson. 

 

Les profils de température à Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson 

dans le cas du régime dominé par la convection forcée sont rapportés dans la figure (4.10). 

Ces profils montrent d’une manière claire que la chaleur est aspirée presque totalement par 

les côtés verticaux. Les valeurs des températures restent faibles à ce niveau et le nombre de 

Richardson n’a aucun effet significatif.  
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(a) : pour : Ri = 0.1 ; 0.2 ; 1 et 8. 

 

 

                                                   (b) : pour : Ri = 13 ; 14 ; 15 et 15.6. 

 

Figure 4.10 : Profils de température à Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson dans 

le cas du régime dominé par la convection forcée. 

 

4.1.2 Nombre de Nusselt  

 

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure 

(4.11) pour différents nombres de Richardson. D’une manière générale ce nombre décroît 

brusquement pendant les tous premiers instants, ensuite il augmente régulièrement pour se 

stabiliser à une valeur fixe qui diffère suivant le nombre de Richardson. Quand ce nombre 
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augmente, le nombre de Nusselt augmente aussi traduisant ainsi une influence plus 

marquée de l’écoulement sur l’échange de chaleur avec la paroi chauffée. 

 

 

Figure 4.11 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la 

convection forcée (deux cellules symétrique) pour différents nombre des Richardson. 

 

4.1.3 Champs dynamiques 

  

Les contours de la fonction de courant, matérialisant le comportement de 

l’écoulement à l’intérieur de la cavité, sont représentés pour les mêmes valeurs de "Ri " 

dans la figure (4.12). Dans tous les cas ces contours sont caractérisés par une paire de 

cellules contrarotatives strictement symétriques par rapport à l’axe médian vertical (X = 

0.5). Les lignes « iso-courant » sont très serrées le long des parois verticales justifiant ainsi 

la propagation de la chaleur le long de ces parois comme le montrent les contours des 

isothermes. 
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                   Ri = 0.1                                                                       Ri = 0.2 

 

                       

                   Ri = 1                                                                           Ri = 8 

 

                       

                         Ri = 13                                                                         Ri = 14   
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                      Ri = 15                                                                     Ri = 15.6 

 

  Figure 4.12 : Champ dynamique dans le cas du régime dominé par la convection forcée. 

 

4.1.4 Champ du vecteur de vitesse  

 

Les champs du vecteur de vitesses sont représentés dans la figure (4.13). Pour ne 

pas surcharger le contenu de la thèse nous avons tracé ces champs pour les valeurs limites 

du nombre de Richardson c'est-à-dire Ri = 0.1 et Ri = 15.6 et pour un nombre de 

Richardson intermédiaire Ri = 10. Dans tous les cas nous constatons que le fluide remonte 

vers le haut de la cavité grâce aux parois mobiles, contourne la paroi supérieure et 

redescend le long de l’axe médian de la cavité pour entamer le même cycle. Ceci explique 

l’allure générale des profils de température de la figure (4.9). Il est également noté une 

légère intensification de l’écoulement au fur et à mesure que le nombre de Richardson 

augmente. De plus, un examen méticuleux de ces figures montre que la hauteur du centre 

des cellules contrarotatives diminue imperceptiblement avec l’augmentation du nombre de 

Richardson. En effet elle est supérieure à 0.6 pour Ri = 0.1 ; presque égale à 0.6 pour Ri = 

0.6 et inférieure à 0.6 pour Ri = 15.6.    
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                                                           Ri = 0.1 

 

 

 
         

                                                           Ri = 10 
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                                                           Ri = 15.6 

 

     Figure 4.13 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du régime dominé par la 

convection forcée pour différents nombres de Richardson.  

 

Par ailleurs les profils de la vitesse verticale "V " à Y = 0.5 pour différentes valeurs 

du nombre de Richardson dans le cas du régime dominé par la convection forcée sont 

rapportés dans la figure (4.14). Ces profils montrent que le nombre de Richardson n’a 

aucun effet significatif. Nous remarquons, seulement une pénétration du fluide au niveau 

de l’axe médian de la cavité qui augmente légèrement avec l’augmentation du nombre de 

Richardson.   

 

Figure 4.14 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection 

forcée pour différents nombres de Richardson. 
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4.2 Régime dominé par la convection mixte 15.7 ≤ 𝑹𝒊 ≤ 41.4 

 

Dans cette plage du nombre de Richardson l’écoulement reste toujours caractérisé par 

deux cellules contrarotatives et toujours généré seulement par les forces de cisaillement 

dues aux parois latérales mobiles mais, chose curieuse, l’écoulement se distingue par une 

perte totale de la symétrie bien que les conditions aux limites soient strictement 

symétriques. Il faut noter que cette perte de symétrie a été rapportée par plusieurs auteurs 

déjà signalés dans la partie « bibliographie » et certains l’ont qualifié de « phénomène 

surprenant » [106], cependant jusqu’à présent elle n’a jamais pu être expliquée d’une 

manière scientifique et rigoureuse. 

 

4.2.1 Champs thermiques  

 

Ces champs sont représentés dans la figure (4.15) pour un nombre de Richardson 

compris entre 15.7 et 41.4. Dans ce cas nous constatons que la majorité de la chaleur 

produite par la partie chauffée est évacuée soit par la paroi gauche soit par la paroi droite 

suivant la valeur du nombre de Richardson. Nous remarquons aussi une pénétration de la 

chaleur dans la cavité de plus en plus importante quand le nombre de Richardson 

augmente.   

Nous pouvons déduire que, dans ce cas aussi, la dominance des forces de 

cisaillement dues au glissement des parois mobiles restent prépondérantes par rapport aux 

forces de flottabilité dues aux gradients de température au niveau de la partie chauffée. 

 

                       

                 Ri = 15.7                                                                  Ri = 17 
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                       Ri = 20                                                                     Ri = 25 

 

                       

                  Ri = 30                                                                    Ri = 35 

 

                       

                 Ri = 38                                                                     Ri = 41.4 

 

Figure 4.15 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection mixte 

(deux cellules non-symétriques) pour différentes valeurs du nombre de Richardson. 
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Pour plus de détail concernant la distribution de température dans la cavité, nous 

considérons quelques profils de la température le long du Y = 0.5 (figure (4.16)). Ces 

contours reflètent l’allure générale du champ thermique. Le profil de température présente 

un pic près de la paroi latérale gauche ou droite, dont l'importance ne cesse de croître avec 

l’augmentation du nombre de Richardson. 

 

 

(a) : pour : Ri = 15.7, 17, 20 et 25 

 

 

                                                    (b) : pour : Ri = 30, 35, 38 et 41.4. 

  

       Figure 4.16 : Profils de température à Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson 

dans le cas du régime dominé par la convection mixte (deux cellules non-symétriques). 
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4.2.2 Nombre de Nusselt  

 

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure 

(4.17) pour différents nombres de Richardson. Quel que soit ce nombre cette évolution suit 

un palier pendant un certain temps, ensuite nous remarquons l’apparition soudaine d’un pic 

du nombre de Nusselt moyen mettant en évidence une perte de symétrie de l’écoulement 

(bifurcation). Après ce pic le nombre de Nusselt moyen se stabilise à une valeur fixe.  

 

Nous constatons également, que le temps mis par l’écoulement pour basculer d’un 

système de deux cellules strictement symétriques à un système de deux cellules non 

symétriques, est de plus en plus court au fur et à mesure que le nombre de Richardson 

augmente. Par ailleurs nous notons, clairement que le nombre de Nusselt moyen croît avec 

l’accroissement du nombre de Richardson.  

 

Figure 4.17 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la 

convection mixte (deux cellules non-symétriques) pour différents nombres de Richardson. 

 

Pour illustrer plus clairement l’apparition de cette première bifurcation nous avons 

jugé utile de tracer l’évolution du nombre de Nusselt moyen, en réduisant l’échelle de 

celui-ci, pour les deux nombres de Richardson Ri = 15.6 et Ri = 15.7. La figure (4.18) 

montre cette évolution et il est possible d’apporter quelques précisions. La première est que 
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pour un nombre de Richardson égal à 15.6 le nombre de Nusselt moyen reste constant à 

une valeur fixe égale à 6.136. Il a suffi d’une augmentation du nombre de Richardson de 

seulement un dixième pour que le nombre de Nusselt moyen diminue brusquement de 

6.144 à 6.118.  

 

La seconde est que si le test standard de convergence communément appliqué pour 

arrêter les calculs, la solution aurait convergé à τ = 15 alors que l’altération du nombre de 

Nusselt moyen commence à se produire à τ = 12.5×10
3
 pour être stabilisé à τ = 22.5×10

3
. 

Dans ce cas, le nombre d'itérations correspondant peut atteindre environ 225 millions avec 

un pas de temps Δτ égal à 10
-4 

; ce qui correspond à un temps de calcul compris entre 2 et 3 

jours pour chaque simulation numérique lorsque que le nombre de Richardson est compris 

entre 15 et 16, sur une "station de travail HP Z820" pour détecter cette première 

bifurcation. C'est précisément là que réside, pour nous, la difficulté de trouver le nombre 

de Richardson critique qui caractérise chaque type d’écoulement car il n’existe aucune 

méthode directe pour déterminer le nombre de bifurcations et les valeurs critiques du 

nombre de Richardson qui leurs correspondent. Une autre précision est que la recherche de 

ces valeurs critiques se fait par « dichotomie » comme pour la résolution numérique des 

équations non-linéaires. L’approche consiste à prendre un intervalle plus ou moins large du 

nombre de Richardson correspondant à deux comportements différents de l’écoulement et 

le réduire progressivement pour déterminer la valeur critique.  

 

Figure 4.18 : Evolution du nombre de Nusselt moyen pour Ri = 15.6 et Ri = 15.7. 
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4.2.3 Champs dynamiques 

 

Ces champs sont représentés dans la figure (4.19). L’écoulement reste toujours 

caractérisé par deux cellules contrarotatives (régime de convection mixte dominante), mais 

dans ces cas l’une des cellules possède une taille plus importante que l’autre et cet écart 

s’accentue quand le nombre de Richardson augmente.  

 

                       

                   Ri = 15.7                                                                     Ri = 17 

 

                       

                         Ri = 20                                                                        Ri = 25 

 



CHAPITRE IV                                                             RESULTATS ET DISCUSSION  

 

93 

 

                       

                         Ri = 30                                                                        Ri = 35 

 

                       

                        Ri = 38                                                                         Ri = 41.4 

 

Figure 4.19 : Champ dynamique dans le cas du deuxième type d’écoulement. 

 

4.2.4 Champ du vecteur de vitesse  

 

La figure (4.20) illustre la comparaison des champs du vecteur de vitesses. Dans ce 

cas aussi, nous avons choisi de représenter ces champs pour les valeurs limites du nombre 

de Richardson c'est-à-dire Ri = 15.7 et Ri = 41.4 et pour un nombre de Richardson 

intermédiaire  Ri = 30. Nous constatons que ces cellules sont toujours au nombre de deux 

et générées par les forces visqueuses dues au mouvement latéral des parois mobiles. Il faut 

signaler également que l’une des deux cellules est plus importante que l’autre et que cette 

disproportion s’accentue quand le nombre de Richardson augmente. 
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           Ri = 15.7 

 

 

 
                                                                          

       Ri = 30 
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          Ri = 41.4 

 

Figure 4.20 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du deuxième type d’écoulement. 

 

Par ailleurs les profils de la vitesse verticale "V " à Y = 0.5 pour différentes valeurs 

du nombre de Richardson dans le cas du régime dominé par la convection forcée ou les 

deux cellules sont asymétriques et sont rapportés dans la figure (4.21). Ces profils 

montrent une nouvelle fois la perte de symétrie de l’écoulement dans la cavité bien que les 

conditions aux limites soient symétriques par rapport à l’axe vertical passant par le milieu 

de la cavité.  

 

Figure 4.21 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection 

mixte.  
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4.3 Régime dominé par la convection naturelle 𝑹𝒊  ≥  41.5 

 

Ce régime d’écoulement est caractérisé par deux cellules principales contrarotatives 

situées au milieu de la cavité et deux autres cellules secondaires adjacentes aux parois. Les 

premières sont générées par les poussées d’Archimède (buoyancy forces) dues aux 

gradients de la masse volumique alors que les secondes sont engendrées par les forces de 

cisaillement dues à la viscosité du fluide. Il faut noter qu’à partir de cette valeur critique du 

nombre de Richardson (Ri = 41.5) l’écoulement reste stable et présente une symétrie stricte 

par rapport à l’axe verticale médian de la cavité. 

  

4.3.1 Champs thermiques  

 

Ces champs sont représentés dans la figure (4.22). Dans ce cas et quelle que soit la 

valeur du nombre de Richardson, la totalité de la chaleur récupérée de la source chaude est 

convectée sous forme de « panaches » [58], [107] vers le haut à travers l’axe médian de la 

cavité. Ces résultats mettent en évidence des températures relativement élevées dans la 

partie centrale de la cavité en comparaison avec celles près des parois latérales.  

 

                 

                       Ri = 41.5                                                             Ri = 42 
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                   Ri = 43                                                                    Ri = 44 

 

                       

                   Ri = 45                                                                    Ri = 48 

                                               

                                                                   

                   Ri = 49                                                                    Ri = 50   

 

Figure 4.22 : Champ thermique dans le cas du régime dominé par la convection naturelle 

pour différentes valeurs du nombre de Richardson. 
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Les profils de température à Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson 

dans le cas du régime dominé par la convection naturelle sont rapportés dans la figure 

(4.23). Ces profils présentent un maximum juste sur l’axe médian avec un étalement 

légèrement plus important au fur et à mesure que le nombre de Richardson augmente. 

 

 

(a) : pour : Ri = 41.5 ; 42; 43 et 44. 

 

 

       (b) : pour : Ri = 45 ; 48 ; 49 et 50. 

 

        Figure 4.23 : Profils de température à Y = 0.5 pour différents nombres de Richardson     

               dans le cas du régime dominé par la convection naturelle. 
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4.3.2 Nombre de Nusselt  

 

La figure (4.24) montre l’évolution du nombre de Nusselt moyen pour différents 

nombres de Richardson. Nous constatons que cette évolution présente des oscillations plus 

ou moins importantes suivant la valeur du nombre de Richardson. Leurs amplitudes et 

leurs fréquences augmentent avec l’augmentation de ce nombre. Ces oscillations 

s’amortissent au bout d’un certain temps, qui est de plus en plus court quand le nombre de 

Richardson croit, pour se stabiliser en suite à une valeur constante. C’est pour cela que 

contrairement à la première bifurcation, cette seconde bifurcation est plus facile à cerner 

puisque le temps mis pour chaque simulation est nettement moins important (de l’ordre de 

60 au lieu de 22.5×10
3
).  

 

Par ailleurs l’augmentation du nombre de Richardson a pour but un apport de 

chaleur plus conséquent dans la cavité ce qui se traduit par une intensification de 

l’écoulement du fluide et un accroissement du nombre de Nusselt moyen. 

 

 

Figure 4.24 : Evolution du nombre de Nusselt moyen dans le cas du régime dominé par la 

convection naturelle pour différents nombres de Richardson. 
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4.3.3 Champs dynamiques  

 

Comme pour les cas précédents nous avons tracé les contours de la fonction de 

courant caractérisant le comportement de l’écoulement dans la cavité pour les mêmes 

valeurs de Ri dans la figure (4.25). Cette structure de l'écoulement est très intéressante du 

point de vue compétition des forces mises en jeu. Lorsque le nombre de Richardson 

dépasse la valeur limite de 41.5 les forces dues aux gradients de la masse volumique 

(buoyancy forces) deviennent de plus en plus prédominante au fur et à mesure que le 

nombre de Richardson augmente. Elles imposent alors la circulation du fluide dans la 

cavité.  

En effet nous constatons que la majeure partie du fluide s’élève le long de la partie 

chauffée grâce à ces forces, alors les forces dues la viscosité du fluide ne peuvent 

convecter qu’une infime quantité du fluide à travers deux minces couches adjacentes aux 

parois latérales. L’épaisseur de ces couches diminue quand le nombre de Richardson 

augmente.  

                                                       

                       Ri = 41.5                                                                   Ri = 42 

 

                       

                  Ri = 43                                                                    Ri = 44 
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                 Ri = 45                                                                      Ri = 48 

 

                       

                        Ri = 49                                                                    Ri = 50 

                                                                                  

Figure 4.25 : Champ dynamique dans le cas du régime dominé par la convection naturelle 

pour différentes valeurs du nombre de Richardson. 

 

4.3.4 Champ du vecteur de vitesse  

 

Les champs du vecteur de vitesses sont représentés dans la figure (4.26) pour les 

valeurs du nombre de Richardson de 41.5 ; 45 et 50. Ces champs montrent la circulation du 

fluide dans la cavité telle qu’elle est mise en évidence par les fonctions de courant tracées 

dans la figure précédente. L’intensification de l’écoulement dans ce cas est nettement plus 

importante que dans les deux cas précédents et elle s’accentue quand le nombre de 

Richardson augmente. 
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                                                                       Ri = 41.5 

 

 

 
 

                                                                   Ri = 45 
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Ri = 50 

 

     Figure 4.26 : Champ du vecteur de vitesse dans le cas du régime dominé par la 

convection naturelle pour différents nombres de Richardson. 

  

Pour une visualisation quantitative nous avons tracé (figure 4.27) quelques profils 

de la vitesse verticale "V " à Y = 0.5 pour différentes valeurs du nombre de Richardson 

dans le cas du régime dominé par la convection naturelle. Ces profils montrent que la 

vitesse verticale "V" croit dans l’axe médian vertical et diminue près des parois latérales 

expliquant ainsi l’intensification de l’écoulement quand le nombre de Richardson 

augmente. 

 

Figure 4.27 : Profils de la vitesse verticale dans le cas du régime dominé par la convection 

naturelle pour différents nombres de Richardson. 
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Figure 4.28 : Evolution du nombre de Nusselt moyen pour Ri = 41.4 et Ri = 41.5.  

 

5. DETAILS DE L’EVOLUTION DES DIFFERENTS ECOULEMENTS 

 

Les tableaux (4.2), (4.3) et (4.4) montrent les instantanés (snapshots) des contours de la 

fonction de courant (haut) et de la température (bas) pour les trois types d’écoulements, 

déjà définis précédemment. Le tableau (4.2) montre que, pour un nombre de Richardson Ri 

≤ 15.6, caractérisant le début de la première bifurcation, l’écoulement est constitué de deux 

cellules symétriques et contrarotatives et cela quel que soit le temps de la simulation. 

Cependant ces cellules ne cessent de s’intensifier au cours du temps permettant ainsi de 

soutirer une très faible quantité de chaleur à la source chaude qui se propage le long des 

parois latérales mobiles. En ce qui concerne les nombres de Richardson dont les valeurs 

respectives sont 41.4 et 41.5 caractérisant la seconde bifurcation, l’analyse des clichés, 

indique qu’au tout début (τ ≤ 2) l’écoulement est caractérisé par deux cellules contra 

rotatives générées par le mouvement des parois de la cavité. Le transfert de la chaleur à 

partir de la partie chauffée est strictement conductif.  

 

Nous constatons, ensuite, l’apparition de deux autres cellules secondaires justes au-

dessus de la partie chauffée qui se développent progressivement jusqu’à environ τ = 6. 

C’est à partir de cet instant que les deux écoulements se distinguent. Pour Ri égale à 41.4 

ces deux dernières cellules commencent à se rétracter, sous l’effet des cellules principales 
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créées par le mouvement des parois latérales pour disparaitre entièrement à τ = 10 laissant 

place au développement de deux cellules symétriques. La chaleur est transférée d’une 

manière équitable par les parois latérales. Cette symétrie va disparaitre progressivement 

aux environs de τ = 25.  

 

Par contre lorsque "Ri" est égale à 41.5 (soit une augmentation de seulement un 

dixième de ce paramètre) les deux cellules engendrées par la partie chaude acquièrent une 

énergie suffisante pour imposer un écoulement caractérisé par deux cellules contrarotatives 

et symétriques au centre de la cavité. Au fur et à mesure que le temps passe ces deux 

cellules tendent à confiner les deux autres cellules dues à la convection forcée vers les 

parois latérales de la cavité. Dans ce cas toute la chaleur de la partie chauffée est transférée 

symétriquement au centre de la cavité. 

 

Tableau 4.2 : Instantanés de l’écoulement pour Ri = 15.6. 

 

 

τ = 0.2 τ = 2 τ = 4 τ = 8 τ = 9 τ = 10 τ = 20 

       

       

 

τ = 25 τ = 35 τ = 40 τ = 45 τ = 50 τ = 100 
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Tableau 4.3 : Instantanés de l’écoulement pour Ri = 41.4. 

 

τ = 0.2 τ = 2 τ = 4 τ = 8 τ = 9 τ = 10 τ = 20 

       

       

 

τ = 25 τ = 35 τ = 40 τ = 45 τ = 50 τ = 100 

      

      

 

 

Tableau 4.4 : Instantanés de l’écoulement pour Ri = 41.5. 

 

 

τ = 0.2 τ = 2 τ = 4 τ = 6 τ = 7 τ = 7.6 τ = 8 

       

       

 

τ = 9.6 τ = 12 τ = 16 τ = 20 τ = 50 τ = 100 
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6. CONCLUSION 

 

Ce chapitre a été consacré à la présentation des résultats obtenus lors des simulations 

numériques faites à l’aide d’un programme établi en langage Fortran. Les champs 

thermiques et dynamiques ont été déterminés et analysés. 

 

Les résultats obtenus à l’aide de très nombreuses simulations numériques peuvent être 

résumés par : 

 Le tableau (4.5) qui montre l’existence de trois structures d’écoulement 

totalement différentes en fonction de la valeur du nombre de Richardson qui 

leurs correspondent. 

 

Tableau 4.5 : Les différents types d’écoulement selon les différents intervalles du nombre 

de Richardson. 

 

 

Intervalle du nombre de Richardson 

 

Caractérisation de la structure 

d’écoulement 

 

0.1 ≤ Ri ≤ 15.6 

 

Convection forcée dominante 

Deux cellules symétriques 

 

15.7 ≤ Ri ≤ 41.4 

 

Convection mixte dominante 

Deux cellules non-symétriques 

 

Ri ≥ 41.5 

 

Convection naturelle dominante 

Quatre cellules symétriques 
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 Les tableaux précédents (4.2), (4.3) et (4.4) qui révèlent, à l’aide d’images de 

l’écoulement prises à des temps choisis, le mécanisme de la formation des 

différentes cellules de l’écoulement à l’intérieur de la cavité. 

 

Par ailleurs ces résultats montrent clairement que les phénomènes impliquant des 

forces opposées dans des configurations géométriques où les conditions aux limites sont 

strictement symétriques (comme c’est le cas ici), peuvent présenter des bifurcations. Dans 

ces cas, imposer des conditions de symétrie à la géométrie du domaine physique constitue 

une démarche inappropriée. Plusieurs auteurs, comme par exemple Pétrone et al. [108], 

l’ont déjà signalé ; malheureusement certains auteurs n’ont pas tenu compte [109] et 

d’autres auteurs continuent de ne pas en tenir compte [110]. 
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CONCLUSION GENERALE 

 

Ce travail constitue une modeste contribution à la maîtrise de la théorie générale et 

des solutions numériques du phénomène de transfert de la chaleur par convection mixte 

dans des milieux confinés. La compréhension des caractéristiques de base du transport 

d'énergie à partir d'une source de chaleur est importante du point de vue fondamental ainsi 

que des diverses applications techniques et technologiques. 

 

1. PROBLEME CONSIDERE 

 

Le problème considéré dans la présente étude a pour objet l'analyse de la 

convection mixte laminaire dans une cavité carrée avec des parois latérales verticales 

refroidies mobiles. Une source de chaleur à flux constant de longueur relative "l" est placée 

au centre de la paroi inférieure tandis que tous les autres côtés horizontaux de la cavité sont 

considérés comme adiabatiques. 

 

2. BUT DU TRAVAIL 

 

La résolution d’un écoulement en régime de convection mixte dans des espaces 

confinés revient à caractériser la structure de l’écoulement en déterminant les champs de 

vitesses et de températures ainsi que le taux de transfert de chaleur et tenant compte du 

nombre de Richardson qui mesure l’importance de la convection naturelle par rapport à la 

convection forcée. Par conséquent, il a été intéressant d'établir le modèle d'écoulement et 

de prédire les différentes valeurs critiques du nombre de Richardson pour l'apparition de 

perte de symétrie et de bifurcations présentes dans l'écoulement du fluide dans la 

configuration géométrique étudiée. 

 

3. INTERET DE L’ETUDE 
 

L'intérêt d'une telle étude est double : premièrement et d’un point de vue théorique, ce 

travail apportera des éléments, aux connaissances actuelles, permettant de progresser dans 

la compréhension des phénomènes de bifurcation se produisant dans les écoulements 

s’impliquant le transfert de la quantité de mouvement et de la chaleur.  

 

Deuxièmement et d’un point de vue pratique, cette étude permettra également de 

mettre à disposition, d’une façon préliminaire, un outil de dimensionnement et de design 

pour l’amélioration de la ventilation et du refroidissement de l’appareillage industriel.    
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4. METHODE DE RESOLUTION 

 

 Dans une première étape, nous avons établi le système d’équations gouvernant le 

phénomène pris en considération dans cette étude. Ce système a été transformé en utilisant 

la formulation « fonction de courant – vorticité » (ψ–ω) pour éliminer le gradient de 

pression figurant dans les équations de conservation de la quantité de mouvement et 

faciliter ainsi sa résolution. Dans une seconde étape nous avons utilisé la méthode 

numérique basée sur les différences finies pour discrétiser les différents termes des 

équations du modèle mathématique en utilisant des schémas du quatrième ordre. Dans une 

troisième étape nous avons développé un programme en langage Fortran pour la résolution 

des différentes équations discrétisées. Ce code a été validé en comparant nos résultats avec 

ceux rapportés dans la littérature. 

 

5. PRINCIPAUX RESULTATS 

 

De nombreuses simulations numériques ont été réalisées en considérant le nombre 

de Richardson comme paramètre d’étude pour caractériser d’une manière complète la 

structure de l’écoulement en déterminant les champs de vitesses et de températures ainsi 

que le taux de transfert de chaleur à la paroi chauffée. 

 

Les résultats de ces différentes simulations numériques indiquent clairement 

l'existence de deux bifurcations se produisant dans la géométrie considérée. La première 

bifurcation se situe à un nombre de Richardson critique compris entre 15.6 et 15.7 et la 

seconde bifurcation se situe entre les valeurs 41.4 et 41.5 de ce même nombre. Dans la 

première bifurcation, le mouvement du fluide résultant consiste en la transition d’un 

écoulement composé de deux cellules contrarotatives strictement symétriques à un 

écoulement caractérisé par deux cellules contrarotatives antisymétriques.  

 

Dans la seconde bifurcation, le mouvement du fluide résultant consiste en la 

transition de l’écoulement caractérisé par deux cellules contrarotatives antisymétriques à 

un écoulement caractérisé par quatre cellules contrarotatives également symétriques. Une 

particularité de cette étude est liée à l'absence totale de connaissance a priori de l'existence 

de bifurcations puisque les conditions aux limites adoptées ici sont parfaitement 

symétriques.  
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Ces bifurcations n'auraient pas été révélées, si nous avions considéré la moitié du 

domaine, avec la condition de symétrie sur l'axe vertical passant par le centre de la cavité 

et si nous avions utilisé le test classique de convergence de la solution pour arrêter les 

calculs. Cela aurait conduit à des résultats erronés sur le comportement de l'écoulement du 

fluide et l'incapacité de trouver les solutions non-symétriques. C'est pour ça que nous 

pouvons affirmer que dans un écoulement ou la concurrence entre les forces de 

cisaillement résultant du mouvement des parois latérales combinées aux forces de 

flottabilité résultant de la source de chaleur peuvent être à l'origine des phénomènes de 

bifurcation. 

 

6. PERSPECTIVES ET RECOMMANDATIONS 

 

Les résultats présentés dans cette thèse constituent une modeste contribution à l’étude 

du phénomène de la convection mixte dans des milieux confinés chauffés par le bas 

(convection mixte du type Bénard). Nous recommandons quelques nouvelles orientations 

qui pourraient faire l’objet de recherches futures, dont celles-ci : 

 

 D’autres études, impliquant les milieux poreux, les nano fluides et l’influence de 

champs magnétiques peuvent s’inspirer de ce cas pour être entreprises. 

 

 Les nombres de Reynolds et de Prandtl, figurant dans les équations sans 

dimensions gouvernant le phénomène étudié, ainsi que le rapport d’aspect de la 

cavité, peuvent constituer eux aussi d’excellents paramètres d’étude. 

 

 La même configuration géométrique étudiée en trois dimensions et comparée à 

celle en deux dimensions apporterait surement de nouvelles informations sur la 

structure de l’écoulement.   

 

 La détermination de la valeur limite supérieure du nombre de Richardson pour 

l’écoulement devient turbulent. 
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ANNEXE A 

 

A. COMMENT ON OBTIENT L’EQUATION DE LA VORTICITE 

 

A.1 Equations de quantité de mouvement  

 

A.1.1 Suivant la direction X  
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= −
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𝜕𝑋
+

1

𝑅𝑒
 

𝜕2𝑈

𝜕𝑋2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑌2
                                        (A.1) 

 

A.1.2 Suivant la direction Y  
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+
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𝜕2𝑉
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 +

𝐺𝑟

𝑅𝑒 2
𝜃                               (A.2) 

 

En dérivant l’équation (A.1) par rapport à Y et l’équation (A.2) par rapport à X, 

nous obtenons : 
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La soustraction de l’équation (A.3) de l’équation (A.4) nous donne : 
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En réorganisant les termes convectifs et en tenant compte de l’équation de 

continuité, nous obtenons : 
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D’autre part la vorticité est définit par : 𝛺 =
𝜕𝑉

𝜕𝑋
−

𝜕𝑈

𝜕𝑌
  et le nombre de Richardson 

est : 𝑅𝑖 =
𝐺𝑟

𝑅𝑒 2
 

 

En substituant par ses formules dans l’équation (A.5), nous obtenons : 
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ANNEXE B 

 

B. DISCRETISATION DU TERME CONVECTIF (𝑼
𝝏𝝋

𝝏𝑿
; 𝑽

𝝏𝝋

𝝏𝒀
)  

 

Pour discrétiser les termes convectifs figurants dans le système d’équations à 

résoudre, nous avons choisi un schéma Upwind du 3
ème

 ordre. 

 

B.1 Schéma Upwind 3
ème

 ordre 

 

Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante φ 

négligeant les termes d’ordre supérieur à deux. Selon le sens d’écoulement, le schéma 

Upwind 3
ème

 ordre est représenté comme suit : 

 

B.1.1 Pour U > 0  

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
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+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

  

 

B.1.2 Pour U < 0  

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0

=
1

3
 2  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

  

 

B.2 Différence centrale 

                                                   𝜑𝑖+1 = 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
                                      (B.1) 

                                                    𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖−1
2

2!
                                     (B.2) 

 

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.1) par (∆𝑋𝑖−1
2 ) et (B.2) par (−∆𝑋𝑖

2) 

et faire la sommation : 

 

 
 
 

 
 ∆𝑋𝑖−1

2 × 𝜑𝑖+1 = ∆𝑋𝑖−1
2 × 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

2
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

−∆𝑋𝑖
2 × 𝜑𝑖−1 = −∆𝑋𝑖

2 × 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖
2
𝜕𝜑

𝜕𝑋
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∆𝑋𝑖−1
2 × 𝜑𝑖+1 − ∆𝑋𝑖

2 × 𝜑𝑖−1 =  ∆𝑋𝑖−1
2 − ∆𝑋𝑖

2 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1(∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖)
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 

 

Prenant : 𝑆𝑋𝑖 = ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖  

 

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × 𝑆𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋
= −∆𝑋𝑖

2 × 𝜑𝑖−1 −  ∆𝑋𝑖−1
2 − ∆𝑋𝑖

2 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖−1
2 × 𝜑𝑖+1 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

=
−∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1 +

(∆𝑋𝑖−∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖 +

∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖
𝜑𝑖+1                                             (A) 

 

 

B.3 Différence arrière  

 

De façon analogue que la différence centrale : 

 

Prenant : 𝑆𝑀𝑋𝑖 = ∆𝑋𝑖−2 + ∆𝑋𝑖−1 

 

                                          𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖−1
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
                                         (B.2) 

                                           𝜑𝑖−2 = 𝜑𝑖 − 𝑆𝑀𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑀𝑋 𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
                                        (B.3) 

 

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.2) par (𝑆𝑀𝑋𝑖
2) et (B.3) par 

(−∆𝑋𝑖−1
2 ) et faire la sommation : 

 

 
 
 

 
 𝑆𝑀𝑋𝑖

2𝜑𝑖−1 = 𝑆𝑀𝑋𝑖
2𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

2 𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

−∆𝑋𝑖−1
2 × 𝜑𝑖−2 = −∆𝑋𝑖−1

2 𝜑𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
2

𝜕𝜑

𝜕𝑋

  

−∆𝑋𝑖−1
2 × 𝜑𝑖−2 + 𝑆𝑀𝑋𝑖

2𝜑𝑖−1

=  𝑆𝑀𝑋𝑖
2 − ∆𝑋𝑖−1

2  𝜑𝑖 − 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1(𝑆𝑀𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

=
∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑀𝑋 𝑖×∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−2 −

𝑆𝑀𝑋 𝑖

∆𝑋𝑖−1 ×∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−1 +

(𝑆𝑀𝑋 𝑖+∆𝑋𝑖−1)

𝑆𝑀𝑋 𝑖×∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖                                    (B)               
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B.4 Différence avant  

 

De même : 

 

           𝑆𝑃𝑋𝑖 = ∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1  

                                                       𝜑𝑖+1 = 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
                                  (B.1) 

                                                        𝜑𝑖+2 = 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
                             (B.4) 

 

Pour éliminer la dérivée second, multipliant (B.1) par (𝑆𝑃𝑋𝑖
2) et (B.4) par (−∆𝑋𝑖

2) 

et faire la sommation : 

 

 
 
 

 
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2𝜑𝑖+1 = 𝑆𝑃𝑋𝑖
2𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

−∆𝑋𝑖
2𝜑𝑖+2 = −∆𝑋𝑖

2𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋

  

−∆𝑋𝑖
2𝜑𝑖+2 + 𝑆𝑃𝑋𝑖

2𝜑𝑖+1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
2 − ∆𝑋𝑖

2 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖(𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

= −
(𝑆𝑃𝑋𝑖+∆𝑋𝑖)

𝑆𝑃𝑋𝑖×∆𝑋𝑖
𝜑𝑖 +

𝑆𝑃𝑋𝑖

∆𝑋𝑖×∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+1 −

∆𝑋𝑖

𝑆𝑃𝑋𝑖×∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+2                                         (C) 

 

 

B.5 Points intérieurs 

 

 U > 0 : i − 2, i −1, i, i +1 :  

 

 
 
 

 
  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

=
∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−2 −

𝑆𝑀𝑋𝑖

∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−1 +

 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 

𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖

+

2 ×  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

=
−2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1 +

2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖 +

2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
𝜑𝑖+1  
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∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−2

𝜑𝑖−2 −  
𝑆𝑀𝑋𝑖

∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2

+
2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖−1

+  
 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 

𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
+

2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 𝜑𝑖 +

2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
𝜑𝑖+1 

 

 Nous avons pour U > 0 :   
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0
=

1

3
 2  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

  

Nous obtenons alors :  

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0

=
∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−2
𝜑𝑖−2 −  

𝑆𝑀𝑋𝑖

3∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2
+

2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 𝜑𝑖−1

+  
 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 

3𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

+
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖 +
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1 

 

 

 U < 0 : i + 2, i +1, i, i −1 :   

 

 
 
 

 
  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

= −
 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖 

𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
𝜑𝑖 +

𝑆𝑃𝑋𝑖

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+1 −

∆𝑋𝑖

𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+2

+

2 ×  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

=
−2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖−1 +
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖 +
2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1

  

 

−2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖−1 +  
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

−
 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖 

𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

 𝜑𝑖

+  
𝑆𝑃𝑋𝑖

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
+

2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
 𝜑𝑖+1 −

∆𝑋𝑖

𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
𝜑𝑖+2 

 

 Nous avons pour U < 0 :   
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0
=

1

3
 2  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

  

Nous obtenons alors :  

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0

= −
2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1 +  

2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
−

 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖 

3𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
 𝜑𝑖

+  
𝑆𝑃𝑋𝑖

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1

+
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

 𝜑𝑖+1 −
∆𝑋𝑖

3𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1

𝜑𝑖+2 
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B.6 Récapitulation  

 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈>0

= 𝑎𝑖 𝑖 𝜑𝑖−2 + 𝑏𝑝𝑖 𝑖 𝜑𝑖−1 + 𝑐𝑝𝑖 𝑖 𝜑𝑖 + 𝑑𝑝𝑖(𝑖)𝜑𝑖+1  

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑈𝑝𝑤𝑖𝑛𝑑

𝑈<0

= 𝑏𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖−1 + 𝑐𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖 + 𝑑𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖+1 + 𝑒𝑖(𝑖)𝜑𝑖+2  

 

Avec : 

 

𝑎𝑖 𝑖 =
∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−2
 

 

𝑏𝑝𝑖 𝑖 = −  
𝑆𝑀𝑋𝑖

3∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2
+

2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
  

 

𝑐𝑝𝑖 𝑖 =  
 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 

3𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

+
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

  

 

𝑑𝑝𝑖 𝑖 =
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
 

 

𝑏𝑚𝑖 𝑖 = −
2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 

 

𝑐𝑚𝑖 𝑖 =  
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
−

 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖 

3𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
  

 

𝑑𝑚𝑖 𝑖 =  
𝑆𝑃𝑋𝑖

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
+

2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
  

 

𝑒𝑖 𝑖 = −
∆𝑋𝑖

3𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
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B.7 Points près des parois  

 

Pour les points près des parois nous allons établir un schéma Upwind du premier 

ordre comme suit : 

 

 U > 0 : i −1, i :  

𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1

𝜕𝜑

𝜕𝑋
  ⇒   

𝜕𝜑

𝜕𝑋
=

𝜑𝑖 − 𝜑𝑖−1

∆𝑋𝑖−1
 

 

 
 
 

 
  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

= −
1

∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1 +

1

∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖

+

2 ×  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

= −
2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖−1 +

2 ∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
𝜑𝑖 +

2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
𝜑𝑖+1

 

  

 

− 
1

∆𝑋𝑖−1

+
2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖−1 +  
1

∆𝑋𝑖−1

+
2 ∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖 +
2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1 

 

 Nous avons pour U > 0 :   
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈>0
=

1

3
 2  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑟𝑟𝑖 è𝑟𝑒

  

Nous obtenons alors :  

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈>0

= −  
1

3∆𝑋𝑖−1
+

2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 𝜑𝑖−1 +  

1

3∆𝑋𝑖−1
+

2 ∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 𝜑𝑖

+
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1 

 

 

 U < 0 : i +1, i :   

 

𝜑𝑖+1 = 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋
  ⇒   

𝜕𝜑

𝜕𝑋
=

𝜑𝑖+1 − 𝜑𝑖

∆𝑋𝑖
 

 



ANNEXE B 

 

133 

 

 
 
 

 
  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

= −
1

∆𝑋𝑖

𝜑𝑖 +
1

∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1

+

2 ×  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

=
−2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖−1 +
2 ∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖 +
2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

𝜑𝑖+1

  

 

−
2∆𝑋𝑖

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖−1 +  −
1

∆𝑋𝑖

+
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖 +  
1

∆𝑋𝑖

+
2∆𝑋𝑖−1

𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

 𝜑𝑖+1 

 

 Nous avons pour U < 0 :   
𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈<0
=

1

3
 2  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑒

+  𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡

  

Nous obtenons alors :  

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈<0

= −
2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

𝜑𝑖−1 +  −
1

3∆𝑋𝑖

+
2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

 𝜑𝑖

+  
1

3∆𝑋𝑖

+
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

 𝜑𝑖+1  

 

 

B.8 Récapitulation  

 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈>0

= 𝑏𝑝𝑖 𝑖 𝜑𝑖−1 + 𝑐𝑝𝑖 𝑖 𝜑𝑖 + 𝑑𝑝𝑖(𝑖)𝜑𝑖+1 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖=2

𝑈<0

= 𝑏𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖−1 + 𝑐𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖 + 𝑑𝑚𝑖 𝑖 𝜑𝑖+1 

 

Avec : 

 

𝑏𝑝𝑖 𝑖 = −  
1

3∆𝑋𝑖−1

+
2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

  

 

𝑐𝑝𝑖 𝑖 =  
1

3∆𝑋𝑖−1
+

2 ∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1 

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
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𝑑𝑝𝑖 𝑖 =
2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

 

 

𝑏𝑚𝑖 𝑖 = −
2∆𝑋𝑖

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
 

 

𝑐𝑚𝑖 𝑖 =  −
1

3∆𝑋𝑖
+

2(∆𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖−1)

3∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
  

 

𝑑𝑚𝑖 𝑖 =  
1

3∆𝑋𝑖
+

2∆𝑋𝑖−1

3𝑆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖
  

 

 

B.9 Récapitulation  

 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑗 =2

𝑉>0

= 𝑏𝑝𝑗 𝑗 𝜑𝑗−1 + 𝑐𝑝𝑗 𝑗 𝜑𝑗 + 𝑑𝑝𝑗(𝑗)𝜑𝑗 +1 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑗 =2

𝑉<0

= 𝑏𝑚𝑗 𝑗 𝜑𝑗−1 + 𝑐𝑚𝑗 𝑗 𝜑𝑗 + 𝑑𝑚𝑗 𝑗 𝜑𝑗+1 

 

Avec : 

 

𝑏𝑝𝑗 𝑗 = −  
1

3∆𝑌𝑗 −1

+
2∆𝑌𝑗

3𝑆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗 −1

  

 

𝑐𝑝𝑗 𝑗 =  
1

3∆𝑌𝑗 −1
+

2 ∆𝑌𝑗 − ∆𝑌𝑗−1 

3∆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗 −1
  

 

𝑑𝑝𝑗 𝑗 =
2∆𝑌𝑗−1

3𝑆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗
 

 

𝑏𝑚𝑗 𝑗 = −
2∆𝑌𝑗

3𝑆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗 −1
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𝑐𝑚𝑗 𝑗 =  −
1

3∆𝑌𝑗
+

2(∆𝑌𝑗 − ∆𝑌𝑗 −1)

3∆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗−1

  

 

𝑑𝑚𝑗 𝑗 =  
1

3∆𝑌𝑗
+

2∆𝑌𝑗−1

3𝑆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗
  

 

 

B.10 Généralisation  

 

On pose :  𝑈 =  
𝑈𝑝 =

1

2
(𝑈 +  𝑈 )

𝑈𝑛 =
1

2
(𝑈 −  𝑈 )

  

 

 

𝑈
𝜕𝜑

𝜕𝑋
= 𝑈𝑝𝑎𝑖 𝑖 𝜑𝑖−2 +  𝑈𝑝𝑏𝑝𝑖 𝑖 + 𝑈𝑛𝑏𝑚𝑖(𝑖) 𝜑𝑖−1 +  𝑈𝑝𝑐𝑝𝑖 𝑖 + 𝑈𝑛𝑐𝑚𝑖(𝑖) 𝜑𝑖

+  𝑈𝑝𝑑𝑝𝑖 𝑖 + 𝑈𝑛𝑑𝑚𝑖 𝑖  𝜑𝑖+1 + 𝑈𝑝𝑒𝑖(𝑖)𝜑𝑖+2  

 

 

Nous utilisons les mêmes étapes pour la discrétisation du terme convectif 

 𝑉
𝜕𝜑

𝜕𝑌
  suivant la direction Y. 
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ANNEXE C 

 

C. DISCRETISATION DU TERME DIFFUSIF  (
𝝏𝟐𝜑

𝝏𝑿𝟐
); (

𝝏𝟐𝝋

𝝏𝒀𝟐
)    

 

Considérons le développement en séries de Taylor d’une variable dépendante 𝜑 

négligeant les termes d’ordre supérieur à quatre. Le but d’augmenter l’ordre de dérivée 

est : 

𝜑𝑖+2 = 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋 𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
4

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑋 4
                                               (C.1) 

𝜑𝑖+1 = 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

∆𝑋𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
+

∆𝑋𝑖
4

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑋4
                                                      (C.2) 

𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖−1
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

∆𝑋𝑖−1
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
+

∆𝑋𝑖−1
4

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑋4
                                         (C.3) 

𝜑𝑖−2 = 𝜑𝑖 − 𝑆𝑀𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑀𝑋 𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

𝑆𝑀𝑋 𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
+

𝑆𝑀𝑋 𝑖
4

4!

𝜕4𝜑

𝜕𝑋 4
                                            (C.4) 

 

Pour arriver à l’expression donnant la discrétisation du terme diffusif, trois étapes 

sont indispensables. L’étape de départ, pour but d’éliminer la dérivée quatrième   
𝜕4𝜑

𝜕𝑋4
 , le 

second est l’élimination de la dérivée troisième (
𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
) et la dernière étape pour éliminer la 

dérivée première (
𝜕𝜑

𝜕𝑋
). 

 

C.1 L’élimination de la dérivée quatrième  
𝝏𝟒𝝋

𝝏𝑿𝟒
   

 

Multipliant l’équation (C.1) par – (∆𝑋𝑖

4
) et l’équation (C.2) par (𝑆𝑃𝑋𝑖

4), nous 

allons : 

 
 
 

 
 – ∆𝑋𝑖

4𝜑𝑖+2 =  – ∆𝑋𝑖
4𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

4 𝜕𝜑

𝜕𝑋
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

4

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
3 × ∆𝑋𝑖

4

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

+

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4𝜑𝑖+1 = 𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

  

 

– ∆𝑋𝑖

4
𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖+1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 – ∆𝑋𝑖

4
 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖

3 − ∆𝑋𝑖
3 

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋 𝑖
2×∆𝑋𝑖

2

2!
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2 

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
+

𝑆𝑃𝑋 𝑖
3×∆𝑋𝑖

3

3!
(𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3
                                           (I) 
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De la même façon pour (C.1) et (C.3) : Multipliant l’équation (C.1) par 

– (∆𝑋𝑖−1

4
) et l’équation (C.2) par (𝑆𝑃𝑋𝑖

4), nous allons : 

 

 
 
 

 
 −∆𝑋𝑖−1

4𝜑𝑖+2 = −∆𝑋𝑖−1
4𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

4 𝜕𝜑

𝜕𝑋
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

4

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
3 × ∆𝑋𝑖−1

4

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

+

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4𝜑𝑖−1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖 −  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

  

 

−∆𝑋𝑖−1
4𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖−1 =   𝑆𝑃𝑋𝑖
4−∆𝑋𝑖−1

4 𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1  𝑆𝑃𝑋𝑖
3 +

∆𝑋𝑖−13𝜕𝜑𝜕𝑋+ 𝑆𝑃𝑋𝑖2×∆𝑋𝑖−122!𝑆𝑃𝑋𝑖2−∆𝑋𝑖−12𝜕2𝜑𝜕𝑋2− 

𝑆𝑃𝑋𝑖3×∆𝑋𝑖−133!(𝑆𝑃𝑋𝑖+∆𝑋𝑖−1)𝜕3𝜑𝜕𝑋3    (II)      
 

Pour les deux équations (C.1) et (C.4) : Multipliant l’équation (C.1) par 

(−𝑆𝑀𝑋𝑖
4) et l’équation (C.4) par (𝑆𝑃𝑋𝑖

4), nous allons : 

 

 
 
 

 
 −𝑆𝑀𝑋𝑖

4𝜑𝑖+2 = −𝑆𝑀𝑋𝑖
4𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

4 𝜕𝜑

𝜕𝑋
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

4

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
3 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

4

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

+

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4𝜑𝑖−2 =  𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖 −  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

 𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋3

  

 

−𝑆𝑀𝑋𝑖
4𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖

4𝜑𝑖−2 =   𝑆𝑃𝑋𝑖
4−𝑆𝑀𝑋𝑖

4 𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × 𝑆𝑀𝑋𝑖  𝑆𝑃𝑋𝑖
3 +

𝑆𝑀𝑋𝑖3𝜕𝜑𝜕𝑋+𝑆𝑃𝑋𝑖2×𝑆𝑀𝑋𝑖22!𝑆𝑃𝑋𝑖2−𝑆𝑀𝑋𝑖2𝜕2𝜑𝜕𝑋2−𝑆𝑃𝑋𝑖3×𝑆𝑀𝑋𝑖33!(𝑆𝑃𝑋𝑖+𝑆𝑀𝑋𝑖

)𝜕3𝜑𝜕𝑋3       (III)             
 

C.2 L’élimination de la dérivée troisième (
𝝏𝟑𝝋

𝝏𝑿𝟑
)  

 

Afin d’obtenir les trois équations mentionner (I), (II) et (III), par la suite, éliminant 

la dérivée troisième (
𝜕3𝜑

𝜕𝑋3
) : 

 

Multipliant l’équation (I) par  ∆𝑋𝑖−1
3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1   et l’équation (II) par 

[∆𝑋𝑖
3(𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)] ; nous avons : 
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– ∆𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 𝜑𝑖+1 =

∆𝑋𝑖−1
3 𝑆𝑃𝑋𝑖

4 – ∆𝑋𝑖
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1

3 𝑆𝑃𝑋𝑖
3 − ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 
𝜕𝜑

𝜕𝑋

+
𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

3

2!
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

+

−∆𝑋𝑖−1
4 × ∆𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖−1 =

∆𝑋𝑖
3  𝑆𝑃𝑋𝑖

4−∆𝑋𝑖−1
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖
3 + ∆𝑋𝑖−1

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 
𝜕𝜑

𝜕𝑋

+
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖−1
2

× ∆𝑋𝑖
3

2!
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖−1
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

  

 

– ∆𝑋𝑖

3
× ∆𝑋𝑖−1

3[∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 +∆𝑋𝑖−1 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 ]𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 ×

∆𝑋𝑖−1
3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 𝜑𝑖+1  +  𝑆𝑃𝑋𝑖

4 × ∆𝑋𝑖
3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖−1 =

 ∆𝑋𝑖−1
3  𝑆𝑃𝑋𝑖

4 – ∆𝑋𝑖

4
  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖
4−∆𝑋𝑖−1

4  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖  𝜑𝑖 +

𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 ∆𝑋𝑖−1
2 𝑆𝑃𝑋𝑖

3 − ∆𝑋𝑖
3  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 − ∆𝑋𝑖

2  𝑆𝑃𝑋𝑖
3 +

∆𝑋𝑖−1
3  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖  

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
2×∆𝑋𝑖

2×∆𝑋𝑖−1
2

2!
[∆𝑋𝑖−1 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 +

∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖
2 − ∆𝑋𝑖−1

2  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 ]
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
                                                                          (A)                                                                                               

 

De la même façon pour les équations (I) et (III) : Multipliant l’équation (I) par 

 𝑆𝑀𝑋𝑖
3(𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖)  et l’équation (III) par [∆𝑋𝑖

3(𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)] ; nous avons : 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

−∆𝑋𝑖
4𝑆𝑀𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝜑𝑖+1 =

𝑆𝑀𝑋𝑖
3 𝑆𝑃𝑋𝑖

4 – ∆𝑋𝑖
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖
3 − ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 
𝜕𝜑

𝜕𝑋

+
𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3

2!
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

+
−𝑆𝑀𝑋𝑖

4 × ∆𝑋𝑖
3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖

4 × ∆𝑋𝑖
3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖−2 =

∆𝑋𝑖
3  𝑆𝑃𝑋𝑖

4−𝑆𝑀𝑋𝑖
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖
3 + 𝑆𝑀𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 
𝜕𝜑

𝜕𝑋

+
𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

3

2!
 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 (𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
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−∆𝑋𝑖
3𝑆𝑀𝑋𝑖

3 ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖  𝜑𝑖+2 +  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3(𝑆𝑃𝑋𝑖 +

𝑆𝑀𝑋𝑖)𝜑𝑖+1+ 𝑆𝑃𝑋𝑖4×∆𝑋𝑖3𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖𝜑𝑖−2=𝑆𝑀𝑋𝑖3𝑆𝑃𝑋𝑖4 –∆𝑋𝑖4𝑆𝑃𝑋𝑖+𝑆𝑀𝑋𝑖+∆𝑋𝑖3 

𝑆𝑃𝑋𝑖4−𝑆𝑀𝑋𝑖4𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖𝜑𝑖+𝑆𝑃𝑋𝑖×∆𝑋𝑖×𝑆𝑀𝑋𝑖𝑆𝑀𝑋𝑖2𝑆𝑃𝑋𝑖3−∆𝑋𝑖3𝑆𝑃𝑋𝑖+𝑆𝑀𝑋𝑖−∆𝑋𝑖2 

𝑆𝑃𝑋𝑖3+𝑆𝑀𝑋𝑖3𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖𝜕𝜑𝜕𝑋+𝑆𝑃𝑋𝑖2×∆𝑋𝑖2×𝑆𝑀𝑋𝑖22![𝑆𝑀𝑋𝑖𝑆𝑃𝑋𝑖2−∆𝑋𝑖2𝑆𝑃𝑋𝑖+𝑆𝑀

𝑋𝑖+∆𝑋𝑖𝑆𝑃𝑋𝑖2−𝑆𝑀𝑋𝑖2𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖]𝜕2𝜑𝜕𝑋2                                                                                                                             

(B) 

 

C.3 L’élimination de la dérivée première  (
𝝏𝝋

𝝏𝑿
)  

 

Finalement l’élimination de la dérivée première rend le terme diffusif.  

 

(A)  ⇒  𝑎𝑝2𝜑𝑖+2 + 𝑎𝑝1𝜑𝑖+1 + 𝑎𝑚1𝜑𝑖−1 = 𝑎𝑜𝜑𝑖 + 𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+ 𝑎

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
 

 

Avec: 

 

𝑎𝑝2 =– ∆𝑋𝑖
3 × ∆𝑋𝑖−1

3[∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−1 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖 ] 

 

𝑎𝑝1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖−1

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1  

 

𝑎𝑚1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖  

 

𝑎𝑜 =  ∆𝑋𝑖−1
3 𝑆𝑃𝑋𝑖

4 – ∆𝑋𝑖
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖
4−∆𝑋𝑖−1

4  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖   

 

𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑋
= 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 ∆𝑋𝑖−1

2 𝑆𝑃𝑋𝑖
3 − ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖

3 +

∆𝑋𝑖−1
3  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖     

 

𝑎
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
=

𝑆𝑃𝑋𝑖
2×∆𝑋𝑖

2×∆𝑋𝑖−1
2

2!
[∆𝑋𝑖−1 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 −

∆𝑋𝑖−12𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖]  
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(B)  ⇒  𝑏𝑝2𝜑𝑖+2 + 𝑏𝑝1𝜑𝑖+1 + 𝑏𝑚2𝜑𝑖−2 = 𝑏𝑜𝜑𝑖 + 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+ 𝑏

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
 

 

Avec: 

 

𝑏𝑝2 = −∆𝑋𝑖
3𝑆𝑀𝑋𝑖

3 ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖   

 

𝑏𝑝1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3
(𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖) 

 

𝑏𝑜 =  𝑆𝑀𝑋𝑖
3 𝑆𝑃𝑋𝑖

4 – ∆𝑋𝑖
4  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖
4−𝑆𝑀𝑋𝑖

4  𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖   

 

𝑏𝑚2 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
4 × ∆𝑋𝑖

3 𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖  

 

𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
= 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × 𝑆𝑀𝑋𝑖 𝑆𝑀𝑋𝑖

2 𝑆𝑃𝑋𝑖
3 − ∆𝑋𝑖

3  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖

3 +

𝑆𝑀𝑋𝑖3𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖   

 

𝑏
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
=

𝑆𝑃𝑋𝑖
2×∆𝑋𝑖

2×𝑆𝑀𝑋 𝑖
2

2!
[𝑆𝑀𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 − ∆𝑋𝑖
2  𝑆𝑃𝑋𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 −

𝑆𝑀𝑋𝑖2𝑆𝑃𝑋𝑖−∆𝑋𝑖   

 

Multipliant l’équation (A) par  𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
  et l’équation (B) par  −𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
  , nous 

obtenons : 

 

 
 
 

 
 𝑎𝑝2 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖+2 + 𝑎𝑝1 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖+1 + 𝑎𝑚1 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−1 = 𝑎𝑜 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖 + 𝑎 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

+

−𝑏𝑝2 × 𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖+2 − 𝑏𝑝1 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖+1 − 𝑏𝑚2 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−2 = −𝑏𝑜 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖 − 𝑏 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

  

 

[𝑎𝑝2 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝2 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]𝜑𝑖+2 +  𝑎𝑝1 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝1 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 𝜑𝑖+1 + 𝑎𝑚1 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−1 −

𝑏𝑚2 × 𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−2 = [𝑎𝑜 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑜 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]𝜑𝑖 + [𝑎 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
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⇒  𝑎 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
= [𝑎𝑝2 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝2 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]𝜑𝑖+2 +  𝑎𝑝1 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝1 ×

𝑎𝜕𝜑𝜕𝑋𝜑𝑖+1−[𝑎𝑜×𝑏𝜕𝜑𝜕𝑋−𝑏𝑜×𝑎𝜕𝜑𝜕𝑋]𝜑𝑖+𝑎𝑚1×𝑏𝜕𝜑𝜕𝑋𝜑𝑖−1−𝑏𝑚2×𝑎𝜕𝜑𝜕𝑋𝜑𝑖−2  

 

 

⇒   
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
 
𝑖

=
1

 𝑎 × 𝑏
𝜕𝜑
𝜕𝑋

− 𝑏 × 𝑎
𝜕𝜑
𝜕𝑋

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 [𝑎𝑝2 × 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝2 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]𝜑𝑖+2

+  𝑎𝑝1 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑝1 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 𝜑𝑖+1

−[𝑎𝑜 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏𝑜 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
]𝜑𝑖

+𝑎𝑚1 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−1

−𝑏𝑚2 × 𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑋
𝜑𝑖−2

  

 

 

C.4 Récapitulation  

 

Prenant : 𝑑2𝑐𝑥 = 𝑎 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑋
− 𝑏 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑋
 

 

 𝜕
2𝜑

𝜕𝑋2
 
𝑖

= 𝑑2𝑥𝑝2 𝑖 𝜑𝑖+2 + 𝑑2𝑥𝑝1 𝑖 𝜑𝑖+1 + 𝑑2𝑥𝑜 𝑖 𝜑𝑖 + 𝑑2𝑥𝑚1 𝑖 𝜑𝑖−1

+ 𝑑2𝑥𝑚2(𝑖)𝜑𝑖−2 

 

Avec : 

𝑑2𝑥𝑝2 𝑖 =
𝑎𝑝2 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑋

− 𝑏𝑝2 × 𝑎
𝜕𝜑
𝜕𝑋

𝑑2𝑐𝑥
 

 

𝑑2𝑥𝑝1 𝑖 =
𝑎𝑝1 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑋

− 𝑏𝑝1 × 𝑎
𝜕𝜑
𝜕𝑋

𝑑2𝑐𝑥
 

 

𝑑2𝑥𝑜 𝑖 =
𝑏𝑜 × 𝑎

𝜕𝜑
𝜕𝑋

− 𝑎𝑜 × 𝑏
𝜕𝜑
𝜕𝑋

𝑑2𝑐𝑥
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𝑑2𝑥𝑚1 𝑖 =
𝑎𝑚1 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑋

𝑑2𝑐𝑥
 

𝑑2𝑥𝑚2 𝑖 =
−𝑏𝑚2 × 𝑎

𝜕𝜑
𝜕𝑋

𝑑2𝑐𝑥
 

 

La même chose pour la direction (Y), nous avons donc : 

 

𝑑2𝑐𝑦 = 𝑎 × 𝑏
𝜕𝜑

𝜕𝑌
− 𝑏 × 𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑌
 

 

 𝜕
2𝜑

𝜕𝑌2
 
𝑗

= 𝑑2𝑦𝑝2 𝑗 𝜑𝑗+2 + 𝑑2𝑦𝑝1 𝑗 𝜑𝑗+1 + 𝑑2𝑦𝑜 𝑗 𝜑𝑗 + 𝑑2𝑦𝑚1 𝑗 𝜑𝑗−1

+ 𝑑2𝑦𝑚2(𝑗)𝜑𝑗−2 

 

Avec : 

 

𝑑2𝑦𝑝2 𝑗 =
𝑎𝑝2 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑌

− 𝑏𝑝2 × 𝑎
𝜕𝜑
𝜕𝑌

𝑑2𝑐𝑦
 

 

𝑑2𝑦𝑝1 𝑗 =
𝑎𝑝1 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑌

− 𝑏𝑝1 × 𝑎
𝜕𝜑
𝜕𝑌

𝑑2𝑐𝑦
 

 

𝑑2𝑦𝑜 𝑗 =
𝑏𝑜 × 𝑎

𝜕𝜑
𝜕𝑌

− 𝑎𝑜 × 𝑏
𝜕𝜑
𝜕𝑌

𝑑2𝑐𝑦
 

 

𝑑2𝑦𝑚1 𝑗 =
𝑎𝑚1 × 𝑏

𝜕𝜑
𝜕𝑌

𝑑2𝑐𝑦
 

 

𝑑2𝑦𝑚2 𝑗 =
−𝑏𝑚2 × 𝑎

𝜕𝜑
𝜕𝑌

𝑑2𝑐𝑦
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ANNEXE D 

 

 

D. DISCRETISATION DU TERME SOURCE  
𝝏𝝋

𝝏𝑿
 
𝒊
 

 

Le terme source apparaît dans l’équation de transport de la vorticité  𝛺 . Prenant le 

développement en séries de Taylor. Nous obtenons les expressions suivantes : 

 

𝜑𝑖+2 = 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑃𝑋 𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

𝑆𝑃𝑋𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
                                                                 (D.1) 

𝜑𝑖+1 = 𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+

∆𝑋𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
                                                                       (D.2) 

𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 − ∆𝑋𝑖−1
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖−1
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

∆𝑋𝑖−1
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
                                                             (D.3) 

𝜑𝑖−2 = 𝜑𝑖 − 𝑆𝑀𝑋𝑖
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑀𝑋 𝑖
2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
−

𝑆𝑀𝑋 𝑖
3

3!

𝜕3𝜑

𝜕𝑋 3
                                                               (D.4) 

 

Pour arriver à l’expression donnant la discrétisation du terme source, deux étapes 

sont indispensables. La première étape, pour but d’éliminer la dérivée troisième   
𝜕3𝜑

𝜕𝑋3
 , la 

deuxième est l’élimination de la dérivée seconde (
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
).  

 

D.1 L’élimination de la dérivée troisième  
𝝏𝟑𝝋

𝝏𝑿𝟑
   

 

Multipliant l’équation (D.1) par (−∆𝑋𝑖
3) et l’équation (D.2) par (𝑆𝑃𝑋𝑖

3) ; nous 

avons : 

 
 
 

 
 −∆𝑋𝑖

3𝜑𝑖+2 = −∆𝑋𝑖
3𝜑𝑖 − 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖

3 𝜕𝜑

𝜕𝑋
−

𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

3

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

+

𝑆𝑃𝑋𝑖
3𝜑𝑖+1 = 𝑆𝑃𝑋𝑖

3𝜑𝑖 + ∆𝑋𝑖 × 𝑆𝑃𝑋𝑖
3 𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

3

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

  

 

−∆𝑋𝑖
3𝜑𝑖+2 + 𝑆𝑃𝑋𝑖

3𝜑𝑖+1 =  𝑆𝑃𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖

3 𝜑𝑖 + 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 𝑆𝑃𝑋𝑖
2 − ∆𝑋𝑖

2 
𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

∆𝑋𝑖
2×𝑆𝑃𝑋 𝑖

2

2!
(𝑆𝑃𝑋𝑖 − ∆𝑋𝑖)

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
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 2∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1
𝜕𝜑

𝜕𝑋
=

−∆𝑋𝑖
3𝜑𝑖+2 + 𝑆𝑃𝑋𝑖

3𝜑𝑖+1 −  𝑆𝑃𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖

3 𝜑𝑖 − 
∆𝑋𝑖

2×𝑆𝑃𝑋𝑖
2×∆𝑋𝑖+1

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
                             (I)                                                                     

 

De même pour les deux équations (D.3) et (D.4), multipliant l’équation (D.3) par 

(𝑆𝑀𝑋𝑖
3) l’équation (D.4) par (−∆𝑋𝑖−1

3); nous avons : 

 

 
 
 

 
 𝑆𝑀𝑋𝑖

3𝜑𝑖−1 = 𝑆𝑀𝑋𝑖
3𝜑𝑖 − 𝑆𝑀𝑋𝑖

3∆𝑋𝑖−1

𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑀𝑋𝑖
3 × ∆𝑋𝑖−1

2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

+

 −∆𝑋𝑖−1
3𝜑𝑖−2 = −∆𝑋𝑖−1

3𝜑𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1
3 𝜕𝜑

𝜕𝑋
+

𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

3

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2

  

 

 −∆𝑋𝑖−1
3𝜑𝑖−2 + 𝑆𝑀𝑋𝑖

3𝜑𝑖−1 =  𝑆𝑀𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖−1

3 𝜑𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 ∆𝑋𝑖−1
2 −

𝑆𝑀𝑋𝑖2𝜕𝜑𝜕𝑋+𝑆𝑀𝑋𝑖2×∆𝑋𝑖−122!(𝑆𝑀𝑋𝑖−∆𝑋𝑖−1)𝜕2𝜑𝜕𝑋2  

 

(2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2)𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2
𝜕𝜑

𝜕𝑋
=  ∆𝑋𝑖−1

3𝜑𝑖−2 − 𝑆𝑀𝑋𝑖
3𝜑𝑖−1 +

 𝑆𝑀𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖−1

3 𝜑𝑖 +
𝑆𝑀𝑋 𝑖

2×∆𝑋𝑖−1
2×∆𝑋𝑖−2

2!

𝜕2𝜑

𝜕𝑋 2
                                                                   (II)                                                   

 

 

D.2 L’élimination de la dérivée seconde  
𝝏𝟐𝝋

𝝏𝑿𝟐
   

 

Afin d’obtenir les deux équations mentionner (I) et (II), par la suite, éliminant la 

dérivée seconde (
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
) : 

 

Multipliant l’équation (I) par  𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2  et l’équation (II) par 

[∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1] ; nous avons : 
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 𝑆𝑀𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖−1
2 × ∆𝑋𝑖−2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1 2∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1 

𝜕𝜑

𝜕𝑋
=

−𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 × ∆𝑋𝑖
3
𝜑𝑖+2

+𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖
3𝜑𝑖+1

− 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 ×  𝑆𝑃𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖

3 𝜑𝑖

+

∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 × 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 
𝜕𝜑

𝜕𝑋
=

∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 × ∆𝑋𝑖−1
3 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 𝜑𝑖−2

−∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 × 𝑆𝑀𝑋𝑖
3𝜑𝑖−1

+∆𝑋𝑖
2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑀𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖−1

3 𝜑𝑖

    

 

 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 2∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1 + 𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

2 ×

∆𝑋𝑖+1 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2 
𝜕𝜑

𝜕𝑋
= 𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖+1 ×

∆𝑋𝑖−1
3 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 𝜑𝑖−2 − ∆𝑋𝑖

2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖+1 × 𝑆𝑀𝑋𝑖

3𝜑𝑖−1 + [𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

2 ×

∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑀𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖−1

3 −  𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 ×  𝑆𝑃𝑋𝑖
3−∆𝑋𝑖

3 ]𝜑𝑖 + 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 ×

∆𝑋𝑖−1
2 × ∆𝑋𝑖−2 × 𝑆𝑃𝑋𝑖

3𝜑𝑖+1−𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 × ∆𝑋𝑖
3
𝜑𝑖+2  

 

Prenant : 𝑑1𝑐𝑥 = 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2 2∆𝑋𝑖 + ∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑃𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖+1 +

𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 𝑆𝑀𝑋𝑖 × ∆𝑋𝑖−1 × ∆𝑋𝑖−2 

 

Nous avons : 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑋
 
𝑖

= 𝑑1𝑥𝑚2(𝑖)𝜑𝑖−2 + 𝑑1𝑥𝑚1(𝑖)𝜑𝑖−1 + 𝑑𝑜𝑥(𝑖)𝜑𝑖 + 𝑑1𝑥𝑝1(𝑖)𝜑𝑖+1 + 𝑑1𝑥𝑝2(𝑖)𝜑𝑖+2 

 

Avec : 

𝑑1𝑥𝑚2 𝑖 =
𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖−1
3 × ∆𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1 2∆𝑋𝑖−1 + ∆𝑋𝑖−2 

𝑑1𝑐𝑥
 

 

𝑑1𝑥𝑚1 𝑖 =
−𝑆𝑀𝑋𝑖

3 × 𝑆𝑃𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖+1

𝑑1𝑐𝑥
 

 

𝑑𝑜𝑥 𝑖 

=
𝑆𝑃𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖+1 𝑆𝑀𝑋𝑖

3−∆𝑋𝑖−1
3 − 𝑆𝑀𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖−1
2 × ∆𝑋𝑖−2 ×  𝑆𝑃𝑋𝑖

3−∆𝑋𝑖
3 

𝑑1𝑐𝑥
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𝑑1𝑥𝑝1 𝑖 =
𝑆𝑃𝑋𝑖

3 × 𝑆𝑀𝑋𝑖
2 × ∆𝑋𝑖−1

2 × ∆𝑋𝑖−2

𝑑1𝑐𝑥
 

 

𝑑1𝑥𝑝2 𝑖 =
−𝑆𝑀𝑋𝑖

2 × ∆𝑋𝑖−1
2 × ∆𝑋𝑖−2 × ∆𝑋𝑖

3

𝑑1𝑐𝑥
 

 

La même chose pour la discrétisation de la dérivée première suivant la direction 

(Y), nous avons donc : 

 

 𝑑1𝑐𝑦 = 𝑆𝑀𝑌𝑗
2 × ∆𝑌𝑗 −1

2 × ∆𝑌𝑗 −2 2∆𝑌𝑗 + ∆𝑌𝑗 +1 𝑆𝑃𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗 +1

+ 𝑆𝑃𝑌𝑗
2 × ∆𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 +1 2∆𝑌𝑗 −1 + ∆𝑌𝑗−2 𝑆𝑀𝑌𝑗 × ∆𝑌𝑗−1 × ∆𝑌𝑗 −2 

 

Nous obtenons alors : 

 

 

 𝜕𝜑

𝜕𝑌
 
𝑗

= 𝑑1𝑦𝑚2(𝑗)𝜑𝑗−2 + 𝑑1𝑦𝑚1(𝑗)𝜑𝑗−1 + 𝑑𝑜𝑦(𝑗)𝜑𝑗 + 𝑑1𝑦𝑝1(𝑗)𝜑𝑗 +1 + 𝑑1𝑦𝑝2(𝑗)𝜑𝑗 +2 

 

 

Avec :  

 

𝑑1𝑦𝑚2 𝑗 =
𝑆𝑃𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 −1
3 × ∆𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 +1 2∆𝑌𝑗 −1 + ∆𝑌𝑗−2 

𝑑1𝑐𝑦
 

 

𝑑1𝑦𝑚1 𝑗 =
−𝑆𝑀𝑌𝑗

3 × 𝑆𝑃𝑌𝑗
2 × ∆𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 +1

𝑑1𝑐𝑦
 

 

𝑑𝑜𝑦 𝑗 

=
𝑆𝑃𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗
2 × ∆𝑌𝑗 +1 𝑆𝑀𝑌𝑗

3−∆𝑌𝑗 −1
3 − 𝑆𝑀𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 −1
2 × ∆𝑌𝑗−2 ×  𝑆𝑃𝑌𝑗

3−∆𝑌𝑗
3 

𝑑1𝑐𝑦
 

 

𝑑1𝑦𝑝1 𝑗 =
𝑆𝑃𝑌𝑗

3 × 𝑆𝑀𝑌𝑗
2 × ∆𝑌𝑗−1

2 × ∆𝑌𝑗 −2

𝑑1𝑐𝑦
 

 

𝑑1𝑦𝑝2 𝑗 =
−𝑆𝑀𝑌𝑗

2 × ∆𝑌𝑗 −1
2 × ∆𝑌𝑗−2 × ∆𝑌𝑗

3

𝑑1𝑐𝑦
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RÉSUMÉ 

Dans la présente étude, nous nous intéressons à la simulation numérique de l’écoulement d’air en 

convection mixte laminaire, dans une cavité carrée, dont une partie du fond est soumise à un flux de 

chaleur constant. Les parois latérales de cette cavité se déplacent avec une vitesse fixée vers le haut, et 

sont soumises à une température froide. Les autres parties de cette cavité sont considérées 

adiabatiques. Un modèle mathématique reposant sur l'approche vorticité-fonction du courant (ω –ψ), 

est utilisé. Les équations régissant ce phénomène ont été résolues par une approche numérique basée 

sur la méthode des différences finies, en considérant un maillage non uniforme. 

 

Mots Clés : convection mixte, cavité carrée, méthode des différences finies, maillage non uniforme.                      

 

NOMENCLATURE 

 

Symboles : U, V     composantes adimensionnelles des vitesses. 

g           accélération de pesanteur, m.s-2. V0         vitesse des parois latérale, m.s-1. 

 Gr         nombre de Grashof. 

 

x, y       coordonnées d’espace dimensionnelles, m. 

 L hauteur dimensionnelle de la cavité, m. 

 

X, Y      coordonnées d’espace adimensionnelles. 

 Nu  nombre de Nusselt local. Lettres grecques : 

𝑁𝑢̅̅ ̅̅     nombre de Nusselt moyen. 

 

𝜀     longueur adimensionnelle de la partie chauffée. 

p           pression, Pa. 

 

𝛼         diffusivité thermique, m2.s-1. 

 

 
p0          pression de référence, Pa.  

 

𝛽         coefficient d’expansion thermique à pression 

 Constante 𝛽 = −
1

𝜌0

𝜕𝜌

𝜕𝑇
 , K-1.           

 

 

P           pression adimensionnelle. 

 

𝜃          température adimensionnelle 𝜃 = (𝑇 − 𝑇𝐹)/∆𝑇.  

 Pr         nombre de Prandtl. 

 

𝜐          viscosité cinématique, m2 .s. 

 

 

 

𝑞′′        densité de flux de chaleur, W.m-2.  

 

𝜆          conductivité thermique de l’air, W.m-1.K-1. 

 Re        nombre de Reynolds. 𝜓         fonction de courant adimensionnelle. 
Ri          nombre de Richardson. 

 

 

 

𝜔         vorticité adimensionnelle. 

 x, y        coordonnées d’espace dimensionnelles, m. 

 
𝜏          temps adimensionnel 𝜏 = 𝑡. 𝑉0/𝐿 . 

 t             temps, s. 𝜌          masse volumique, Kg.m-3. 

T            température, K. 

 
∆𝑇       différence de température, °C.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

 𝑇𝐹          température des parois latérale, K. 

 

Indices/ Exposants :  

u, v         composantes des vitesses, m.s-1. 

 

F          froide. 

 

1. INTRODUCTION 

L’étude du mouvement d’un fluide en convection mixte dans les cavités est fréquemment rencontrée 

dans la nature et dans différents systèmes industriels. Ce mouvement résulte des interactions 

complexes au sein de ce milieu (fluide) ou entre différents milieux dès qu’il y a un gradient de 

température. Une grande variété d’écoulements de fluides, avec ou sans transfert de chaleur et de 

masse, sont régis par des systèmes d'équations différentielles non linéaires établis à partir des principes 

généraux de conservation de la physique. Ces systèmes d'équations non-linéaires contiennent de 
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nombreux paramètres qui sont susceptibles d'être la cause de nombreux phénomènes de changements 

du comportement de l’écoulement du fluide (bifurcation). De nombreuses études numériques et 

expérimentales concernant ce phénomène de changement de la nature même de l’écoulement dans 

différentes configurations géométriques en régime de convection naturelle, forcée ou mixte ont été 

rapportées dans la littérature. Les premiers modèles traitent du problème classique de la convection 

naturelle de Rayleigh-Bénard dans des espaces confinés et sont largement disponibles dans la 

littérature comme par exemple ceux d’Erenburg et al. [1], Venturi et al. [2] et Angelia et al. [3]. Dans 

les cavités l'interaction entre l'écoulement cisaillé crée par le mouvement de la paroi et celui engendré 

par la convection naturelle reste jusqu'à présent un champ fondamental de la recherche. Aydin et Yang 

[4]; Guo et Sharif [5] ont présenté des études numériques de la convection mixte laminaire dans une 

cavité 2D dont la paroi supérieure est adiabatique et les parois verticales qui se déplacent vers le bas à 

une vitesse et une température froide constantes. Une source de chaleur est placée au centre de la paroi 

inférieure. Aydin et Yang [4] considèrent une température fixe, tandis que Guo et Sharif [5] imposent 

un flux de chaleur constant. L'effet de la longueur de la source de chaleur et le nombre de Richardson 

ont été étudiés. Dans ces deux cas, les effets des forces causées par la convection mixte de la partie 

chauffée et le déplacement des parois latérales de la cavité, étant coopératifs aucune rupture de la 

symétrie n’a été observée. Mais lorsque nous considérons le même problème que celui de Guo et 

Sharif [5], en inversant le sens du déplacement des parois latérales pour créer une compétition entre 

ces deux forces, nous constatons une perte de symétrie et un changement radical de l’écoulement à 

l’intérieur de la cavité.  

2. MODELE MATHEMATIQUE 

 

La géométrie du problème considéré est illustrée dans la figure 1. Il s’agit d’une cavité carrée remplie 

d’air dont les parois latérales sont maintenues à une température constante froide Tf  et qui se déplacent 

vers le haut avec une vitesse fixée V0. Une source de chaleur est située au milieu de la paroi inférieure 

de la cavité ayant une longueur l égale au quatre cinquième de celle de la cavité 𝐿 et soumise à un flux 

de chaleur constant q" . Les autres parois sont supposées adiabatiques. 

 

 

Figure 1. Domaine physique étudié 

 

L’écoulement est bidimensionnel, laminaire et stationnaire, sans génération interne de chaleur 

Les équations de conservation (continuité, énergie, vorticité, fonction de courant et composant de 

vitesse) sous forme adimensionnelle, basées sur la formulation vorticité-fonction du courant (ω–ψ), 

régissant le phénomène de la convection mixte sont données par les expressions suivantes : 

 

                                                               
0










Y

V

X

U

                                                                  (1)                                                               

                                       
































2

2

2

2

Pr.Re

1

YXY
V

X
U







                                         (2) 
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X

Ri
YXY

V
X

U



































 




.
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1
2

2

2
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                             (3)
 

                                                                     













2

2

2

2

YX
                                                     (4)

 

                                                                   
Y

U






 et 

X
V







                                                      (5)                                                

Les variables réduites utilisées pour normaliser les équations gouvernantes sont : 

;
L

x
X   ;

L

y
Y   ;. 0

L

V
t  ;

0V

u
U   ;

0V

v
V   avec

T

TT f




  



L
qT '.'  

Les paramètres de contrôle du problème 𝐺𝑟, 𝑅𝑒, 𝑃𝑟 et Ri dénotent, respectivement, les nombres de 

Grashof, de Reynolds, de Prandtl et de Richardson et sont définis par les relations suivantes : 

;
...

2

3



 LTg
Gr


    ;.Re 0



L
V   ;Pr




   

2Re

Gr
Ri   

Les conditions aux limites associées aux équations de conservation sont : 

Paroi supérieure : 0VU :pour ;10 X  0Y   et  1Y  

Paroi gauche et droite : ;0   0U   et  1V :pour  








1

0

X

X
  et  10 Y

 

Paroi inférieure :
1





Y


  et   0VU

2

1

2

1
:

 



Xpour   et  0Y  

                         Et : 0




Y


  et   0VU
















1
2

1

2

1
0

:

X

X

pour




   et   0Y  

Nombre de Nusselt moyen : 

Le transfert de chaleur à partir de la paroi chaude est exprimé par le nombre de Nusselt moyen défini 

comme suit : Partie chauffante : 


 0
)(

1
dXXNuNu  

)(XNu : est le nombre de Nusselt local défini par :
)(

1.
)(

Xw

Lh
XNu


  

L’intégrale donnant le nombre de Nusselt moyen a été déterminée numériquement par la méthode de 

Simpson. 

3. PROCÉDURE NUMÉRIQUE 

 

Afin de résoudre numériquement les équations gouvernantes (1-5) aux dérivées partielles, nous allons 

procéder à leurs discrétisations dans le but d’obtenir un système d’équations algébriques dont la 

résolution nous permet de déterminer les champs de toutes les variables du problème considéré. La 

méthode de différences finies a été adoptée pour accomplir cette discrétisation. La discrétisation du 

terme temporel est assurée par la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre (RK4). Les termes diffusifs, 

ainsi que les dérivées partielles du premier ordre (terme source de l’équation de la conservation de 

l’énergie et les vitesses), sont discrétisés en utilisant le schéma centré du 4ème ordre. Les termes 

convectifs sont discrétisés à l’aide d’un schéma Upwind du 3ème ordre [7]. L’équation de la fonction 

de courant est résolue par la méthode itérative de sur relaxation N.L.O.R. (Non Linear Over 

Relaxation), et sa convergence est obtenue à chaque pas du temps [8]. Nous avons opté pour un 

maillage non uniforme dans les deux directions, horizontal et vertical X et Y, ainsi que le langage 

FORTRAN a été élaboré comme un programme de calcul, pour un critère de convergence égale à  

10-5. 

Choix du maillage : 
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Afin de rendre la solution numérique indépendante des valeurs des pas, nous avons procédé des 

différentes simulations, en comparant les valeurs du nombre de Nusselt moyen. Nous avons constatés 

un écart plus faible entre les valeurs du nombre de Nusselt moyen, déterminées avec un maillage  de 

81x81, 101x101, 161x161 et de 201x201. Ces comparaisons nous permettent le choix du maillage 

(101x101) car il fournit un bon compromis entre la durée du temps de calcul et la précision de ces 

calculs. 

 

Validation du code de calcul : 

De manière à vérifier l’exactitude des résultats numériques obtenus dans le présent travail, une 

validation du code a été faite en prenant en compte certaines études numériques disponibles dans la 

littérature. Les résultats d’Aydin et Yang [4], obtenus dans le cas d’une cavité rectangulaire contenant 

de l’air, ont été utilisés pour tester notre code numérique. 

                                                 
            a)-Présent travail                  b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]  

         Figure 2. Comparaison du profil de vitesse verticale à Y=0.5. 

                                                      
                                    a)-Présent travail                       b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]   

         Figure 3. Comparaison des isothermes pour Ri=10 et l = (1/5) L. 

                                                   
          a)-Présent travail                  b)-Résultat d’Aydin et Yang [4]   

            Figure 4. Comparaison de la fonction de courant pour Ri=10 et l = (1/5) L. 

 

4. RÉSULTATS 

Toutes les simulations ont été réalisées en considérant l’air comme fluide, le nombre de Prandtl est 

fixé à 0.71 et le nombre de Reynolds à 100. La longueur adimensionnelle ε de la partie chauffée est 

égale à 0.8, avec un pas du temps adimensionnel fixé à 10-4. 

La bifurcation du régime de l’écoulement en convection mixte a été mise en évidence pour des 

nombres de Richardson égaux à 41.4 et 41.5. 
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Les résultats sont présentés sous formes de contours de température, de la fonction de courant et de 

l’évolution du nombre de Nusselt moyen. 

 

Champs dynamiques : 

 

Ces champs sont représentés sous forme d’iso-courants dans la figure 2 pour les deux valeurs du 

nombre de Richardson considérées. L’écoulement est constitué de deux cellules principales mais 

dissymétriques pour la valeur de 41.4 du nombre de Richardson. Une bifurcation vers un régime 

d’écoulement symétrique caractérisé par l’apparition brusque de quatre cellules principales est mise en 

évidence quand la valeur de ce même paramètre augmente juste de 0.1 (Ri = 41.5). Les deux cellules 

contrarotatives au centre de la cavité sont principalement entretenue par les forces de flottabilité par 

contre des deux autres cellules pincées situées près des parois verticales en mouvement sont 

entretenues par les forces de viscosité. 

 
Figure 5. Champs dynamiques pour Ri = 41.4 à gauche et Ri = 41.5 à droite 

 

Champs thermiques : 

  

Ces champs sont représentés dans la figure 3 sous forme d’isothermes. La chaleur récupérée à partir de 

la partie chauffée de la cavité est transportée par convection essentiellement par la paroi droite de la 

cavité pour Ri = 41.4 alors que pour Ri = 41.5 celle-ci est évacuée symétriquement vers le haut au 

milieu de la cavité par la paire de cellules au centre. C’est ce qui explique les températures 

relativement élevées dans la partie centrale de la cavité. 

 

  
Figure 6. Champs thermiques pour Ri = 41.4 à gauche et Ri = 41.5 à droite 

 

Nombre de Nusselt moyen : 

 

L’évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen est représentée sur la figure 4 (a) et (b). La 

valeur de ce nombre présente d’importantes fluctuations pendant un temps adimensionnel τ compris 

entre 0 et 15 (figure 4 (a)). Cette valeur diminue régulièrement, comme le montre la figure 4 (b), pour 

se stabiliser à une valeur fixe ( Nu  = 7.20) pour Ri = 41.5, alors qu’elle présente une diminution 

brusque ( Nu  = 6.9645) à τ = 48.7 avant de se stabiliser ( Nu  = 7.41) pour Ri = 41.4. 
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                                           (a)                                                 (b) 

Figure 7. Evolution du nombre de Nusselt moyen : (a) 0 ≤ τ ≥ 20 et (b) 20 ≤ τ ≥ 100 

5. CONCLUSIONS 

La convection mixte dans une cavité carrée a été étudiée numériquement, tel que on a considéré 

l’écoulement laminaire et le transfert thermique d’air dus aux forces de flottabilité à l’intérieur de cette 

cavité bidimensionnelle avec le chauffage localisé à la paroi inférieure par le flux de chaleur constant 

et les parois latérales refroidis iso-thermiquement, alors que les autres parties sont considérées 

adiabatiques. Les résultats obtenus mettent en évidence l’existence du nombre de Richardson. Le 

passage de la première structure vers la deuxième se traduit d’une manière brusque pour une valeur 

bien déterminée de ce même nombre et conduit à une bifurcation d’un régime constitué de deux 

cellules à un autre constitué de quatre cellules.  
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Abstract: The objective of the present study is to analyze the laminar mixed convection 

in a square cavity with a side length L and moving cooled vertical sidewalls. A constant 

flux heat source with relative length l is placed in the center of the lower wall and all the 
other horizontal sides of the cavity are considered adiabatic. The numerical method used 

is based on a finite difference technique where the spatial partial derivatives and 

boundary conditions of the phenomenon governing equations are discretized using a high 
order scheme, and time advance is dealt with by the fourth order Runge Kutta method. 

The Richardson number (Ri), which represents the relative importance of the natural and 

forced convection, is chosen as the bifurcation parameter. The effect of the Richardson 
number on the behavior of the fluid flow and the heat transfer has been analyzed. 

Although the geometry and boundary conditions concerning the velocity and the 
temperature are symmetrical relative to the vertical axis passing through the center of the 

cavity, analysis of the results allowed us to detect the existence of symmetric and 

asymmetric structures of the flow, completely different, depending on the value of the 
Richardson number. 

 

Keywords: Richardson number, mixed convection, square cavity, finite difference 
method, bifurcation. 

Nomenclature 

g 

Gr 

k 

gravitational acceleration, m.s-2 

Grashof number (= gβq"L4/ kν2) 

thermal conductivity, W.m-1. K-1 

l 

L 

n 

Nu(x) 

Nuav 

length of the heat source, m 

length of the square cavity, m 

normal direction 

dimensionless local Nusselt number 

dimensionless average Nusselt number  
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Pr 

"q  

Re 

Ri 

t 

T 

T0 

U 

V0 

V 

x, y 

X, Y 

 

Prandtl number, (= ν/α) 

Thermal flux density, W.m-2 

Reynolds number, (= V0L/ ν) 

Richardson number (= Gr/Re2) 

time, s 

absolute temperature, K 

sidewall temperature, K 

horizontal dimensionless velocity component 

sidewall velocity, m.s-1 

vertical dimensionless velocity component 

dimensional Cartesian coordinates, m 

dimensionless Cartesian coordinates (X=x/L, 
Y=y/L) 

 

Greek 
symbols 

 

 

 thermal diffusivity, m2. s-1 

 

ε 

Θ 

thermal expansion coefficient, K-1 

dimensionless length of the heat source 

dimensionless temperature 

ν kinematic viscosity, m2.s-1 

τ dimensionless time 

ψ  

Ψ 

ω 

Ω 

stream function, m2.s-1 

dimensionless stream function 

vorticity, s-1 

dimensionless vorticity 

 

1. Introduction 

Heat transfer by natural and mixed convection in confined spaces has attracted attention 
in recent years because of its importance, not only in the field of scientific academic 

research but also in industrial processes, as for example in cooling of electronic devices, 

heat exchangers, chemical reactors design, solar collectors, thermal storage system and 
many other applications. Numerous studies of natural and mixed convection within 

enclosures have been reported extensively in the literature that we can all mentioned here. 

Therefore, we focus on the convective flows in cavities partially or fully heated from 
below, with the particularity that the boundary conditions are strictly symmetric about the 
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vertical axis through the center of the cavity. Most of these studies have revealed that 
dynamic and thermal behavior of the convective flows in such configurations are strongly 

dependent on both the enclosure geometry, the boundary conditions and the variation of 

several parameters including Reynolds, Prandtl and Rayleigh (or Grashof) numbers. It is 
well known that this high dependence can exhibit, in some cases, a large diversity of 

complex dynamical and thermal behavior such as instability, symmetry breaking, 

bifurcation and chaos. A detailed review of the existing literature, in connection with the 
topic of this present study, can be subdivided into two categories, natural convection and 
forced/mixed convection. 

In the first category the studies mentioned in the literature have concentrated, for the 

most part, on cavities heated partially or fully from below and cooled from above. The 
heated part is maintained either at a constant temperature or at a constant heat flux and all 

remaining boundaries are specified as adiabatic walls. Among these investigations, 

[Robillard, Wang and Vasseur (1988)] and [Hasnaoui, Bilgen and Vasseurt (1992)] 
demonstrated the existence of a large number of steady-state solutions depending on the 

aspect ratio, Rayleigh number, and dimensionless length of the heated segment. 

[Corcione (2003)] investigated the effects of the thermal boundary conditions at the 
sidewalls and noticed that the number of cells of the flow field increases as the width-to-

height aspect ratio of the enclosure increases. [D’Orazio, Cianfrini and Corcione (2004)] 

studied the effect of the aspect ratio of the cavity and the Rayleigh number on the 
behavior of the fluid flow. They show that as the Rayleigh number increases, the flow 

model evolves successively from a stable cell to two stable cells, then to one to three 

periodic cells and finally to three periodic cells. This evolution leads to abrupt or smooth 
changes in the Nusselt number. [Venturi, Wan and Karniadakis (2010)] used different 

stochastic modeling approaches to study the bifurcation and stability process for specific 

values of the Rayleigh and Prandtl number. They conclude that this method captures 
accurately the onset of convective instability as well as multiple convection patterns 

corresponding to random initial flow states. [Ngo, Il and Byon (2015)] also consider the 

same cavity configuration as previously. Their work indicates that loss of symmetry can 
occur for all values of the heated part when the Rayleigh number is greater than 104. 

More recently, [Bouabdallah et al. (2016)] reported the numerical results of the natural 

Rayleigh-Benard convection in the rectangular cavities. Five bifurcation modes were 
detected, all dependent on the value of the Rayleigh number and the aspect ratio of the 

cavity. It should be noted that some authors have examined other geometric forms of 

cavities, such as isosceles triangular enclosures [Ridouane and Campo (2006); Varol, 
Oztop, and Koca (2008)], prismatic enclosures [Aich, Hajri and Omri (2011); Saha and 
Gu (2015)], and trapezoidal enclosures [Tracy and Crunkleton (2012); Esfe et al. (2016)].  

However, it is also possible to obtain, by studying natural convection in the similar 

geometric configurations, perfectly stable flows, without loss of symmetry and without 

bifurcations. [Aydin and Yang (2000-a), Saha et al. (2007) and Sharif and Mohammad 
(2005)] studied numerically the natural convection in a square enclosure with centrally 

localized heating from below and symmetrical cooling from the sides. The bottom 

surface, except for the heated section, and the upper wall are considered adiabatic. The 
dimensionless length of the heat source investigated are 1/5, 2/5, 3/5 and 4/5 and the 

Rayleigh number is varied from 101 to 106. [Calcagni, Marsili and Paroncini (2005), 
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Corvalo and Paroncini (2008)] investigated the same problem experimentally by using 
real-time and double-exposure holographic interferometry and numerically by using the 

commercial finite volumes code Fluent. More recently [Raisi (2016)] examined the 

natural convection in a square cavity filled with a non-Newtonian power-law fluid and 
used the numerical finite difference method based on the control volume formulation and 

SIMPLE algorithm. Certain studies have also been devoted to natural convection in other 

geometric configurations: [Tzeng, Liou and Jou (2005)] considered a triangular enclosure, 
[Basak et al. (2009)] treated a trapezoid enclosure, while [Ahmanache and Zeraibi (2013), 
Alam et al. (2016)] examined a prismatic enclosure. 

In this first category, relating to natural convection all studies cited above show that if the 

sidewalls of the cavity are adiabatic, instabilities, loss of symmetry and bifurcation 
phenomena have been found to depend mainly on Rayleigh numbers, aspect ratio and 

vertex angles of the enclosure. In contrast, when the sidewalls are isotherm the fluid flow 
does not exhibit any instability, loss of symmetry or bifurcations.  

In the second category (mixed convection) when a difference in temperature is imposed 

the effect of the flow due to the buoyancy and displacement of the wall makes the 
analysis even more complex. The interaction of the sheared flow due to the movement of 

the wall and the flow of the natural convection due to the buoyancy effect is up to now a 

fundamental field of research and requires a complete analysis to understand the physics 
of the resulting flow and heat transfer. [Aydin and Yang (2000-b)], and Guo and Sharif 

(2004)] considered the numerical studies of the laminar mixed convection in a 2D cavity 

with an adiabatic upper wall and cold vertical walls moving downward at a constant 
velocity. A heat source is placed in the center of the lower wall. [Guo and Sharif (2004)] 

imposed a constant heat flux whereas [Aydin and Yang (2000-b)] considered a fixed 

temperature wall and the remaining part of this wall is supposed to be adiabatic. The 
effects of the length of the heat source and the Richardson number were studied. In these 

two cases the effects of the forced and natural convection being co-operating, neither 
instabilities nor rupture of symmetry or bifurcation were observed. 

The present study differs from [Aydin and Yang (2000-b)] and [Guo and Sharif (2004)] 
in that here the direction of the displacement of the sidewalls are reversed thus creating a 

competition between the forced convection and the natural Rayleigh-Bénard convection. 

Therefore, it is interesting to establish the flow pattern and to predict the various critical 
values of the Richardson number for the occurrence of loss of symmetry and bifurcations, 
if these are indeed present in the fluid flow. 

2. Model description 

The physical model considered is depicted in Fig. 1. A square cavity whose sidewalls are 

maintained at fixed cold temperature T0 and move upwards with a fixed velocity V0. A 

heat source maintained at constant heat flux q’’ and has a length l equal to 4/5 of L is 
placed in the center of the lower wall. All the other parts of the cavity are adiabatic. The 

flow in the cavity is induced by the force of shearing resulting from the movement of the 
side walls combined with the buoyancy force resulting from the heat source. 
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Figure 1: Schematic diagram of the physical model 

3. Equations and Mathematical Expressions 

The mixed convection phenomena to be investigated here are described by the complete 
Navier-Stokes and energy equations for two-dimensional laminar incompressible flow. 

The viscous dissipation term in the energy equation is neglected and the classical 

Boussinesq approximation is invoked for the buoyancy inducted body force term in the 
momentum equation. The 2-D governing equations are transformed into stream function-
vorticity (Ψ-Ω) formulation and can be written in non-dimensional forms: 

 

3.1. Energy Transport Equation 

2 2

2 2

1
U V

X Y RePr X Y

       
    

     

                                                                               (1) 

3.2. Vorticity Transport Equation 

2 2

2 2

1
U V Ri

X Y Re X Y X

        
     

      

                                                                       (2) 

3.3. Stream Function Equation 

2 2

2 2X Y

   
  

 
                                                                                                                  (3) 

3.4. Components of the Velocity 

U V
Y X

 
  
 

                                                                                                             (4) 
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The dimensionless vorticity is defined by: 

V U

X Y

 
  

 
       

Where Re, Pr and Ri denote, respectively, Reynolds, Prandtl and Richardson numbers. 
They are defined as: 

 0V L
Re


           Pr




             

2

Gr
Ri

Re
   

The Grashof number Gr is expressed by:  

4

2

"g q L
Gr

k




  

Here ν is the kinematic viscosity, α is the thermal diffusivity, β is the thermal expansion 

coefficient of the fluid and g represents the gravity acceleration and k is the thermal 

conductivity. The ratio Gr/Re2 (Richardson number Ri) is a measure of the relative 
strength of the natural convection and forced convection and plays an important part to 

indicate the modes of convection. Dimensionless variables are given by the following 
expressions: 

x
X

L


    y
Y

L


    

0V

u
U 

     

0

v

V
V 

    0V
t

L
 

     0

''

k T T

q L


 

    

0V

L
 

       

0LV


 

 

The numerical resolution of the previous equations is based on the following initial and 
boundary conditions:  

 

 The initial conditions (τ = 0) are :  
 

0 1 & 0 1: 0 0 0Y X              

 

 The boundary conditions (τ  > 0) are :  
 

0
& 0 1 0 1.

1

X
Y U V

X

 
       

 

                                                              (5a) 

  

 

   0 & 0 1 2 & 1 2 1

0 0

Y X X

U V
Y

       


     



                                                             (5b)                                            

   0 & 1 2 1 2

0 1.

Y X

U V
Y

     


      



                                                                                (5c) 

1 & 0 1 0 0Y X U V
Y


        


                                                          (5d) 
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Where ɛ = l/L is the dimensionless length of the heat source.  

Wall vorticity is evaluated by the development of first order Taylor series, which is a 
function of the stream function and the walls velocity. The expressions are:  

 

 

 

 

, , , 12

0

, , , 12

0

, , 1, 02

0

, , 1, 02

0

2

2

2

2

bottom

i w i w i w

top

i w i w i w

left

w j w j w j

right

w j w j w j

Y

Y

X
X

X
X









   


   


    


    


 

Where index w denotes the node located just on the wall, i and j are node locations in the 

X and Y directions, respectively. The first grid spacing in the X and Y directions are 
denoted by ΔX0 and ΔY0, respectively. 

4. Numerical Method 

4.1. Discretization 

The system of Eqs. (1-4), together with the boundary conditions Eq. (5a-d) have been 

discretized and solved using the finite difference method. For solving nonlinear systems 
of differential partial equations, the fourth-order Runge-Kutta method is known to be 

quite effective compared to other methods. The convective terms in Eqs. (1-2) are 

discretized using the accurate third order upwind scheme of [Kawamura et al. (1985)] 
taking into account the sign of the velocity. A fourth-order centered scheme was adopted 

for the discretization of the diffusive terms, the source term in Eq. (2), and the explicit 

evaluation of the U and V components of the velocity vector in Eq. (4). The mirror-point 
technique due to [Leonard (1979)] was used to maintain the fourth-order centered scheme 

of the first and second spatial partial derivatives in the grid points adjacent to the walls. 

An iterative procedure based on successive Non Linear Over Relaxation method (NLOR) 
was used to solve the discretized stream function Eq. (3) in each time step of Runge-

Kutta procedure. The iterative procedure is stopped when the maximum relative change 
in stream function between two consecutive iterations is less than 10-6.  

The dimensionless local and average Nusselt numbers of the bottom wall are defined, 
respectively, by: 

 
 
1

w

Nu X
X




 ;  
0

1
avNu Nu X dX




   

The average Nusselt number (Nuav) is integrated using Simpson’s rule. 

4.2. Grid Independence Test 
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Grid independence tests were carried out. Computed results of the average Nusselt 
number with Ri = 10, Re = 100 and Pr = 0.71 obtained using different grid sizes are 

given in Tab. 1. As a compromise between accuracy and CPU time, it was decided to use 
a non-uniform grid with 101x101 grid points for subsequent calculations. 

 

Table 1: Comparison of the average Nusselt number for various grid arrangements 

Grid size Average Nusselt number Relative error in % 

201x201 5.68913 --------- 

161x161 5.68334 0.10 

101x101 5.66724 0.49 

81x81 5.65734 0.56 

4.3. Code Validation 

The computer code developed with Fortran language has been validated by considering 

the geometric configuration investigated by [Aydin and Yang (2000)]. We report in Fig. 

2 and Fig. 3 a comparison of the average Nusselt number Nuav of the heat source and the 
dimensionless vertical velocity profiles, at the horizontal mid-plane respectively. As can 

be noticed from these figures the obtained results show a good agreement between both 
models. 

 

Figure 2: Comparison of the average Nusselt number Nuav with results of Aydin and 
Yang (2000-b) 
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Figure 3: Comparison of the vertical component velocity V at Y = 0.5 with results of 
Aydin and Yang (2000-b) 

 

5. Results and Discussion     

In this study, the fluid flow and heat transfer phenomena are investigated for a wide range 

of Richardson numbers to detect various behaviors of the fluid flow in the cavity. Air was 
the working fluid with a constant Prandtl number of 0.71. The Reynolds number was 

fixed at 102 and the value of the Grashof number is between 5.103 and 106 depending on 

the value of the Richardson number. 

5.1. Effect of Richardson number 

The results of the effect of increasing the Richardson number on the average Nusselt 

number for the different simulations are shown in Figure 4. It can be observed that the 
average Nusselt number along the bottom heated wall of the cavity increases 

continuously with increasing Ri. However, three different behaviors of the fluid flow may 

be observed from this figure. To show these two bifurcations, stream functions (above the 
curve) and isotherms contours (below the curve) are plotted on the same figure for 

Richardson numbers equal to 10, 35 and 45. A first bifurcation is located at point B while 

a second is located at point C. Point B marks the transition from a flow characterized by 

two perfectly symmetrical cells to a flow characterized by two asymmetrical cells, and 
point C indicates the passage of the previous flow to a flow characterized by two pairs of 

perfectly identical cells. It should be noted that some results concerning this second 
bifurcation are detailed and reported in [Kachi, S. and Boudebous, S. (2016)]. 
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Figure 4: Variation of the average Nusselt number Nuav with Richardson number Ri 

 

5.2. First Bifurcation 

The first bifurcation occurs at point B (Fig. 4), when the Richardson number Ri increases 

from 15.6 to 15.7 and the Nuav decreases abruptly from 6.14 to 6.12. Visual examination 

of the streamlines indicated in Fig. 5 shows a slight difference of the flow behavior 
before and after the first bifurcation. However, a slightly more pronounced asymmetry 

was observed in the isotherms shown in Fig. 6. In each case, we note that thermal 

stratification exists near the heated part. The ascending movement of the sidewalls leads 
upwardly adjacent fluid layers to the walls by viscous forces; we also note that the cold 

temperature prevails in the whole upper part of the cavity. In fact, the low heat flow 

recovered by the fluid from the heat source is directly discharged through the lower 
portion of the vertical walls. 

Therefore, the temperature distribution is not affected by the increase of Ri; this justifies 
the dominance of shear forces with respect to buoyancy forces. Moreover, it is also 

visible in Fig. 5 (b) and Fig. 9 (a) that the right cell becomes progressively larger than the 

left, probably because the thermal boundary condition effect begins to generate a loss of 
symmetry of the fluid flow in the cavity. It is interesting to note that this asymmetry of 

the flow regime becomes more noticeable with the increase in Ri until it reaches the limit 
value of 41.4. 
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                             (a)                                                                          (b) 

Figure 5: Streamlines for Ri = 15.6 (a) and Ri = 15.7 (b) 

 

                    

                                               (a)                                        (b) 

Figure 6: Isotherms for Ri = 15.6 (a) and Ri = 15.7 (b) 

 

The change in the flow behavior in this first bifurcation is depicted more clearly in Fig. 7, 
which shows the evolution of the Nuav along the hot surface (Fig. 7 (a)) and the 

temperature at the center of the cavity (Fig. 7 (b)). We can see that the value of the Nuav 

remains constant and equal to 6.14 at Ri = 15.6, while for Ri = 15.7 the value of the same 

number begins to decrease gradually at τ =12.5 103 and becomes stable and equal to 6.12 
at τ =22.5 103. At the same time, the temperature computed at the center of the cavity 

increases gradually from 3.2 10-3 to 4.2 10-3. It is obvious that if the standard test of 

convergence is applied to stop the calculations, the solution would have converged at τ = 
15, but the results obtained in the figure 7, for Ri = 15.7, indicates that the change in fluid 

flow begins to occur at τ = 12.5 103 to be stabilized at τ = 22.5 103. It took a calculation 

time of between 2 and 3 days for each numerical simulation, while the Richardson 

number Ri is between 15 and 16, on a "HP Z820 Workstation" to detect this first 
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bifurcation. In this case the corresponding number of iterations can reach about 225 
million with a time step Δτ equal to 10-4. 

 

          

                            (a)                                                                     (b) 

Figure 7: Evolution of the Nuav (a) and the temperature at the center of the cavity (b) for 
Ri = 15.6 and 15.7 

5.3. Second Bifurcation 

The second bifurcation occurs at point C (Fig. 4), when the Richardson number Ri 

increases from 41.4 to 41.5 the number of Nusselt decreases suddenly from 7.42 to 7.20. 

Fig. 8 and Fig. 9 show the dynamic and thermal fields for Richardson numbers equal to 
41.4 and 41.5 respectively. It is interesting to observe that before and after this second 

bifurcation, the behavior of the flow in the cavity becomes radically different. Indeed, it 

goes from a state characterized by two unbalanced cells to a state characterized by two 
pairs of cells perfectly symmetrical. The pair of contra rotating cells in the center of the 

cavity is mainly managed by the buoyancy forces and viscous forces maintain the pair of 

clamped cells close to vertical moving walls (Fig. 8 (b)). In this flow regime, the heat 

recovered from the heat source is conveyed by convection, in the form of a thermal 
plume, to the top of the cavity by the pair of cells in the center. This is what explains the 

relatively high temperatures in the central portion of the cavity. The heat is dissipated 
fairly through the two sidewalls (Fig. 9 (b))). 
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                  (a)                                                                           (b) 

Figure 8: Streamlines for Ri = 41.4 (a) and Ri = 41.5 (b) 

 

                   

                              (a)                                                                           (b) 

Figure 9: Isotherms for Ri = 41.4 (a) and Ri = 41.5 (b) 

 

The evolution of the average Nusselt number and the component U of the velocity at the 
center of the cavity are shown in Fig. 10 and Fig. 11 respectively. The value of  the 

average Nusselt number (Fig. 10) fluctuates during the first instants (τ < 20) and then 

decreases progressively to be stabilized at a fixed value equal to 7.20 for Ri = 41.5, while 
for Ri = 41.4, it presents an oscillation between τ = 30 and τ = 70 before being stabilized 

at a fixed value equal to 7.41. Unlike the first bifurcation, we found it useful to highlight 

the asymmetry of the fluid flow, not considering the temperature computed at the center 

of the cavity, but by plotting in Fig. 11 the quantitative evolution of the horizontal 
component U of the velocity computed at the same point (X=0.5, Y=0.5). A closer 

examination of this figure reveals that for Ri = 41.5 the U component remains constant 

equal to 0 indicating no fluid passing through the vertical center plane, while for Ri = 
41.4 it fluctuates, then increases, afterwards gradually decreases to be stabilized at a 
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negative value equal to -0.7. As expected from Fig. 8 (a) more fluid is transferred from 
the right side of the cavity to its left side. 

 

Figure 10: Evolution of the average Nusselt number for Ri = 41.4 and 41.5 

 
Figure 11: Evolution of the component U of the velocity at the center of the cavity for Ri 

= 41.4 and 41.5 

6. Conclusion  

This study investigates numerical unsteady laminar mixed convection in a square cavity 

with constant heat flux applied on a part of the bottom wall. The sidewalls of the cavity 

are subjected to a constant cold temperature and a fixed upward velocity. The other parts 

of the cavity are considered adiabatic. The finite difference method was used to discretize 
the equations governing the studied phenomenon. The numerical results are obtained for 
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different values of the Richardson number. Reynolds and Prandtl numbers are kept 
constant at values equal to 100 and 0.71 respectively. 

In the confined flow, a competition between the shearing forces resulting from the 
movement of the sidewalls combined with the buoyancy forces resulting from the heat 

source may be at the origin of the bifurcation phenomena. The results of different 

numerical simulations carried out clearly indicate the existence of two bifurcations 
occurring in the given geometry. The first bifurcation is located at a Richardson number 

between 15.6 and 15.7 and the second bifurcation is between the values 41.4 and 41.5 of 

the same number. In the first bifurcation, the resulting flow consists of the transition from 

two symmetric counter-rotating vortices to two asymmetric counter-rotating vortices. In 
the second bifurcation, the resulting flow consists of the transition from two asymmetric 
counter-rotating vortices to four symmetrical counter-rotating vortices.  

A particular feature in this study is related to the total absence of an a priori knowledge of 

the existence of bifurcations since the boundary conditions adopted here are perfectly 
symmetrical. These bifurcations would not have been revealed, if we had considered half 

the domain, with the symmetry condition on the vertical axis passing through the center 

of the cavity and if we had used the classic test of convergence of the solution to stop the 

calculations. This would have led to erroneous conclusions about the behavior of the fluid 
flow and the inability to find the non-symmetric solutions.  
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Abstract— Dans ce travail nous nous intéressons à une étude 

numérique du phénomène de la génération d’entropie en 

convection mixte laminaire dans une cavité carrée. Les parois 

latérales de la cavité, soumises à une température froide, se 

déplacent vers le haut avec une vitesse constante. Une source de 

chaleur est placée au milieu de la paroi inférieure. Toutes les 

autres parois de la cavité sont considérées adiabatiques. Les 

équations générales de conservation, formulées par un modèle 

mathématique basé sur l’approche « fonction de courant-vorticité 

(ψ, ω) », sont discrétisées par la méthode des différences finies. 

Les résultats obtenus présentent l’influence du nombre de 

Prandtl pour différentes valeurs du nombre de Richardson sur 

les caractéristiques des champs de la génération d’entropie.  

Keywords— Génération d’entropie, convection mixte, 

Différences Finies, Nombre de Prandtl, Cavité Carrée.  

I. INTRODUCTION 

Les écoulements des fluides dans des espaces confinés 

avec transfert de chaleur se rencontrent dans de très nombreux 

domaines de la science et de la technologie tels que par 

exemple, le refroidissement des composants électroniques, le 

chauffage et climatisation, les processus biotechnologiques 

etc. La résistance thermique et le frottement sont des 

mécanismes qui génèrent une irréversibilité lors des 

écoulements de fluide présents dans tout processus de transfert 

de chaleur. Cependant, la première et la deuxième loi de la 

thermodynamique indiquent que ces irréversibilités entraînent 

une perte de travail utile (génération d'entropie) dans les 

processus de transfert de chaleur. L'un des principaux défis de 

l'ingénierie thermique est de minimiser la génération d'entropie 

d'un système pour collecter le maximum de travail utile et 

améliorer ainsi l'efficacité énergétique du système [1, 2]. Les 

études théoriques les plus importantes de la production 

d’entropie dans les processus de transfert de chaleur ont été 

décrites dans plusieurs ouvrages de Bejan [3, 4]. Les concepts 

fondamentaux de l'énergie, de l'entropie et de leurs 

applications dans de nombreux domaines scientifiques et 

technologiques ont été bien détaillés par Dincer et Cengel [5]. 

De nombreux travaux sur la génération d'entropie dans 

différents processus ont déjà été rapportés par Oztop et Al-

Salem [6] et plus récemment par Oztop et al. [7]. L’étude de la 

littérature montre qu’aucune attention particulière n'a été 

accordée à la convection mixte dans la configuration 

géométrique considérée dans ce travail. Cette contribution vise 

à étudier l’influence des nombres de Prandtl et de Richardson 

sur la distribution de la génération de l’entropie et du nombre 

de Bejan en régime de convection mixte dans la dite 

configuration géométrique.   

 

II. DESCRIPTION DU PROBLEME 

La géométrie considérée dans cette étude est une cavité 

carrée illustrée sur la figure 1. Elle contient une source de la 

chaleur sur la paroi inférieure soumise à une température 

constante Tc, les parois verticales se déplacent vers le haut 

avec une vitesse fixée V0, et sont maintenues à une température 

froide constante Tf. Les autres parois sont supposées 

adiabatiques. Nous supposons que l’écoulement est laminaire 

et bidimensionnel, le fluide newtonien et incompressible et 

qu’il satisfait l’hypothèse de Boussinesq.  
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Figure 1. Configuration géométrique 

Le modèle mathématique, basé sur la formulation fonction 

du courant-vorticité (ψ-ω), régissant le phénomène de la 

convection mixte est donné par les équations adimensionnelles 

suivantes :  

A. Equation d’énergie : 

2 2

2 2

1

RePr
U V

X Y X Y

    



     
    

     
                           (1)                                                         

B. Equation de la vorticité : 

2 2

2 2

1

Re
U V Ri

X Y XX Y

     


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     

     
                 (2)                                                       

C. Equation de la fonction de courant : 

2 2

2 2X Y

 


 
  

 
                                                                 (3)                                                                                                       

D. Composantes de vitesses : 

    ,     U V
Y X

  
  
 

                                                    (4)                                                                                             

Les paramètres figurant dans ces équations sont, 

respectivement, les nombres de Reynolds, de Prandtl et de 

Richardson et sont définis par les relations suivantes : 

 0

2
Re        ,      P         ,     

Re

V L Gr
r Ri



 
   , 

  3

2

c fg T T L
Gr






  est le nombre de Grashof. 

Les variables primitives et les variables sans dimensions 

sont reliés par les expressions suivantes : 

0 0

2

0 0 0

  ,     ,     ,    ,   V  ,   ,  Pc

c f

x y T T u v V p p
X Y U t

L L T T V V L V
 



 
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Dans ces relations x et y sont les coordonnées 

cartésiennes ; u et v sont les composantes de la vitesse ; g est 

l’accélération terrestre, T est la température, t est le temps et p 

est la pression. ν, α, et β désignent, respectivement, la 

viscosité, la diffusivité thermique et le coefficient d’expansion 

thermique. 

La résolution des équations précédentes est basée sur les 

conditions aux limites figurant sur la figure 1.  

L’équation permettant la détermination du champ de la 

génération dans le domaine considéré est donnée par 

l’expression suivante [2] : 

2 2 2 2 2

2  gen
U V U V

S
X Y X Y Y X

S S

 


 

                                                           

(6) 

Dans cette formule S


est la génération d’entropie 

thermique, S


la génération d’entropie visqueuse et 

2

0

2

V

k T


 


 est le coefficient de distribution d’irréversibilité. 

Le nombre de Bejan (Be) local qui exprime le rapport entre 

la génération d’entropie thermique et la génération d’entropie 

totale est définit par : 

S
Be

S S



 




                                                                     (7)                                                                                                                       

L’intégration numérique, des équations (6) et (7), sur toute 

la surface de la cavité (Voir l’équation (8)) nous permet de 

calculer la génération de l’entropie moyenne et le nombre 

moyen de Bejan.  

 
1 1

0 0
 genS S S dXdY            

1 1

0 0
 Be Be dXdY       (8)                                                          

 

 

 

III. PROCEDURE NUMERIQUE 

Le système d’équation (1-4) avec les conditions aux limites 

(5a-5d) a été discrétisé par la méthode des différences finies. 

La discrétisation suivant le temps est assurée par la méthode 

de Runge-Kutta d’ordre 4. Les termes convectifs sont 

discrétisées à l’aide d’un schéma Upwind du 3
eme

 ordre, alors 

que les termes diffusifs et les termes sources sont traités par un 

schéma de différences centrales du 4
eme

 ordre. L’équation de la 

fonction de courant est résolue par la méthode itérative de sur 

relaxation N.L.O.R. (Non Linear Over Relaxation). Une fois 

les champs thermique et hydrodynamique déterminé les 

équations (6 et 7) sont résolues pour obtenir, respectivement, 

les champs de la génération de l’entropie et le nombre local de 

Bejan. Une série de simulations préalables nous a permis 

d’opter pour un maillage non uniforme de 100x100 nœuds 

suivant chaque direction. Un code de résolution a été établi en 
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langage Fortran et a été validé en considérant le travail 

d’Aydin et Yang [8]. 

 

VI. RESULTATS 

Les simulations numériques ont été effectuées pour un 

nombre de Reynolds fixé à 100, une longueur adimensionnelle 

de la partie chauffée ε égale à 0.8 et un coefficient de 

distribution d’irréversibilité φ égal à 10
-4

. Trois valeurs du 

nombre de Prandtl (0.0198, 0.71 et 3.02) caractérisant, 

respectivement, le mercure, l’air et l’eau ont été considéré pour 

étudier leur influence sur les champs de la génération 

d’entropie et du nombre de Bejan et l’évolution de leur 

moyenne en régime de convection naturelle dominante 

(Ri=15).  

A. Les champs de la génération d’entropie totale 

Les contours de la génération d’entropie totale sont 

montrés par la figure 2 pour les différents fluides considérés. 

Nous constatons que la génération totale d'entropie augmente 

en fonction du nombre de Prandtl. Aux faibles valeurs de ce 

nombre, la variation de l'entropie totale ne varie pas beaucoup 

car le mécanisme de conduction domine et que le gradient de 

température et le champ d'écoulement sont si réduits ; mais 

pour les valeurs élevées de ce nombre, l'augmentation de la 

production totale d'entropie est plus importante, ce qui peut 

s'expliquer par l'augmentation de l’intensité de l'écoulement du 

fluide et des gradients de la température. En outre cette 

génération de l’entropie devient de plus en plus significative et 

se développe sur les parois latérales et la partie chauffée de la 

paroi inférieure. 
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Figure 2. Génération d’entropie totale (a) Mercure Pr= 0.0198, (b) Air Pr=0.71 

et (c) Eau Pr=3.02 

B. Les champs du nombre de Bejan 

Les contours du nombre local de Bejan sont montrés dans 

la figure 3 pour les différents fluides considérés. Des valeurs 

maximales de ce nombre sont obtenues presque dans toute la 

cavité, sauf dans une partie médiane située sur la paroi 

supérieure qui se rétrécie au fur et à mesure que le nombre de 

Prandtl augmente. 
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Figure 3. Nombre de Bejan (a) Mercure Pr= 0.0198, (b) Air Pr=0.71 et (c) Eau 

Pr=3.02 

C. Evolution de la génération d’entropie moyenne et du 

nombre de Bejan moyen 

L’évolution de la génération d’entropie moyenne et du 

nombre de Bejan moyen est montrée, respectivement, dans la 

figure 4 (a) et (b).Cette évolution présente des fluctuations 

dans les premiers instants avant de se stabiliser à des valeurs 

constantes. Ces valeurs confirment les résultats précédents à 

savoir que la génération de l’entropie totale augmente au fur et 

à mesure que le nombre de Prandtl augmente. Le nombre 

moyen de Bejan de l’air est légèrement inférieur que ceux du 

mercure et de l’eau.   
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Figure 4. Evolution de la génération d’entropie (a) et du nombre de 
Bejan (b)  
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IV. CONCLUSIONS 

Dans cette étude numérique nous avons considéré 

l’influence du nombre de Prandtl sur la génération d’entropie 

de l’écoulement d’un fluide ou la convection naturelle est 

dominante (Ri=16). La configuration géométrique explorée est 

une cavité carrée chauffée par le bas et dont les parois latérales 

froides se déplacent vers le haut avec une vitesse constante. 

Toutes les autres parties de cette cavité sont considérées 

adiabatiques. Les résultats préliminaires montrent:  

 

 Une augmentation significative de la génération 

d’entropie moyenne quand le nombre de Prandtl 

augmente.  

 Le nombre de Bejan moyen, pour tous les fluides 

considérés, est supérieur à 0.5 confirmant que la 

génération de l’entropie est essentiellement produite 

par les gradients de température. 
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Résumé 

 

Dans la présente étude, nous nous intéressons à la simulation numérique de la convection mixte 

laminaire d’écoulement d'air, dans une cavité carrée. Une source de chaleur à flux constant de longueur 

relative "l " est placée au centre de la paroi inférieure de cette cavité. Les parois latérales sont maintenues à 

une température froide constante "Tf" et se déplacent vers le haut avec une vitesse fixe "V0", tandis que, 

toutes les autres parties de la cavité sont considérées comme adiabatiques. Un modèle mathématique basé 

sur la formulation fonction de courant-vorticité (𝛹-𝛺) est utilisé. Les équations régissant ce phénomène 

sont discrétisées par la méthode des différences finies en considérant un maillage non uniforme. La 

géométrie et les conditions aux limites de vitesse et de température sont symétriques par rapport à l'axe 

vertical passant par le centre de la cavité. Le nombre de Richardson (Ri), qui représente l'importance 

relative de la convection naturelle et forcée, est choisi comme paramètre de bifurcation.  

 

Les résultats obtenus sont présentés sous forme de champs thermiques et dynamiques, avec 

l'évolution temporelle des nombres de Nusselt moyens. L'analyse de ces résultats a permis de détecter 

l'existence de deux changements radicaux sur la structure d’écoulement pour les deux valeurs critiques du 

nombre de Richardson 15.6 et 41.5 (phénomène de bifurcation), alors que, l’analyse des résultats obtenus 

met en évidence l'existence de trois structures d’écoulements complètement différentes en fonction de la 

valeur du nombre de Richardson. Dans une première phase, l'écoulement est constitué de deux cellules 

parfaitement symétriques. Une bifurcation vers un régime d'écoulement asymétrique caractérisé par 

l'apparition brusque de deux cellules principales mais dissymétriques est mise en évidence pour la 

deuxième phase, alors que, la dernière phase est caractérisée par la naissance de quatre cellules 

symétriques. Le passage de la 2
ème

 phase vers la 3
ème

 phase, provoque une diminution soudaine et 

importante du nombre de Nusselt moyen. 
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