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 Ke : Matrice élémentaire d’advection-dispersion.  

 K1
e  : Matrice élémentaire d’advection.  

 K2
e  : Matrice élémentaire de dispersion.  

𝐿 : Longueur de la colonne.  [L] 

𝐿′  : La longueur du capillaire.  [L] 

𝑙1 : Epaisseur de la couche active.  [L] 

𝑙2 :  Epaisseur de la couche non active.  [L] 

𝑚: Un exposant, pour un milieu poreux donné n est un constant.  

m0 : Masse de traceur injectée par unité de surface de colonne et par 

unité de temps. 

[M/L
2
T] 
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 M  : Matrice globale de masse.  

 Me  : Matrice élémentaire de masse .  

𝑀𝑚𝑜𝑙  : Masse moléculaire du soluté. [g/mole]  

𝑛: Constante de Freundlich.  

𝑛𝑒  : Nombre de nœuds de l’élément (e).   

N : Nombre de nœuds du maillage.  

Nexp : Nombre de points expérimentaux.  

 𝑁(𝑧)  : Matrice d’interpolation.   

𝑁𝑖 𝑧  : Fonction d’interpolation.   

𝑁𝑖
𝑒 𝑧  : Les fonctions d’interpolation élémentaires.   

[𝑁e(z)] : La matrice d’interpolation élémentaire.   

NL : Le nombre total des nœuds.  

𝑃𝑒𝑚  : Le nombre de Péclet moléculaire.  

𝑃𝑒𝑚
′ : Nombre de Péclet diffusionel.  

𝑞: Quantité adsorbée sur la surface d'un gramme d'adsorbant.  [M/M] 

Q : Débit de l’adsorbat.  [L
3
/T] 

𝑞 𝑟, 𝑡 : Quantité de soluté adsorbée sur la surface d'un gramme 

d'adsorbant à une distance r du centre de la particule. 

[M/M] 

𝑞 (𝑧, 𝑡): La concentration de l’adsorbat dans la phase solide moyennée 

sur le volume de l’agrégat.  

[M/M] 

R: Rayon de l’agrégat. [L] 

R1: Facteur de retard.  

𝑅′  : Rayon du capillaire  [𝐿]  

𝑅𝑒 
50

 : Nombre de Reynolds calculé en fonction du diamètre moyen des 

grains. 

 

𝑅𝑒𝑘  : Nombre de Reynolds calculé en fonction de la perméabilité 

moyenne. 

 

𝑠 𝑧, 𝑡  : Fonction connue sur la limite.  

S : est la somme quadratique.   

𝑆𝑚𝑎𝑥  : Capacité maximale d’adsorption par unité de masse de 

l’adsorbant. 

[M/M]  

𝑇 : Température absolue. [𝐾𝑒𝑙𝑣𝑖𝑛]  

𝑡∗ : Le temps nécessaire pour atteindre la condition de saturation du 

milieu poreux.  

[T] 

𝑡0.16 , 𝑡0.5 et 𝑡0.84  : Les temps nécessaires pour laquelle la concentration 

réduite atteint les valeurs 0.16, 0.5 et 0.84.   

 [T] 

𝑡𝐷 : Temps de dispersion. [T] 

𝑡𝑚 : Temps de passage. [T] 

𝑢𝑖  : Vitesse moyenne de déplacement du soluté avec l’eau dans la 

direction. 

[L/T] 

𝑢   : Vecteur de vitesse moyenne en fût vide. [L/T] 
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𝑣 : Vitesse interstitielle. [L/T] 

v(z) : La fonction de pondération ou la fonction teste, elle est constituée 

par l’ensemble de variations des fonctions C, δC. 
 

𝑉 : Volume du soluté injecté dans le milieu poreux. [L
3
] 

𝑉𝑐  : Volume de la colonne. [L
3
] 

𝑉𝑖  : Volume molaire partiel du soluté. [cm3/mole]   

𝑉𝑃  : Volume de l’agrégat. [L
3
] 

𝑧𝑖  : Coordonnées de  nœud i.   

z1 : Coordonnée du nœud i.   

z2 : Coordonnée du nœud i+1.  

𝑧0.16  et 𝑧0.84  : Les distances nécessaires pour laquelle la concentration 

réduite atteint les valeurs 0.16 et 0.84.    

 

 

 

 

Abréviations 

 

ADE : Equation d’advection dispersion. 

DTR : Distribution des temps de rétention.    

DTS : Distribution des temps de séjour. 

MDF : Méthode des différences finies. 

MEF : Méthode des éléments finis. 

MVF : Méthode des volumes finis. 

TA : Technique d’approximation. 

TL : Technique de linéarisation. 
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RESUME 

 

Le coefficient de dispersion axiale pour un adsorbat en milieux poreux 

chimiquement hétérogène est estimé, et comparé à celui d’un traceur de l’eau, en résolvant 

l’équation d’advection-dispersion tenant compte d’une distribution spatiale de l’activité. La 

distribution de l’hétérogénéité suit la loi de Bernoulli. L’interaction de l’adsorbat avec le 

milieu consiste en un équilibre d’adsorption de Langmuir. La résolution de l’équation 

d’advection-dispersion non linéaire par la méthode des différences finies est basée sur la 

technique de linéarisation de Picard modifié. La validation des résultats de simulation est 

réalisée par la comparaison aux résultats expérimentaux de Benmahdi (2019). 

L’optimisation du coefficient de dispersion axiale de l’adsorbat par la méthode des 

moindres carrés montre que sa valeur est nettement supérieure à celle du coefficient de 

dispersion hydrodynamique. La modélisation statistique du coefficient de dispersion axiale 

pour l’adsorbat a mis en évidence des effets interagissant de la distribution spatiale de 

l’hétérogénéité proprement dite, du paramètre représentatif de l’échelle de l’hétérogénéité, 

de la capacité et de la longueur du milieu. 

Mots-clés : 

Adsorption, lit fixe, hétérogénéité chimique, dispersion, différences finies, Méthode de 

Picard modifiée. 
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ABSTRACT 

 

The axial dispersion coefficient for an adsorbate in chemically heterogeneous porous 

media is estimated and compared to hydrodynamic dispersion by solving the advection-

dispersion equation taking into account the spatial distribution of the medium activity. The 

distribution of heterogeneity follows Bernoulli's law. The interaction of the adsorbate with 

the solid phase is described according to a Langmuir law. The resolution of the nonlinear 

advection-dispersion equation by the finite difference method is based on the modified 

Picard linearization technique. The model validation is carried out comparing simulation 

results to the experimental ones, obtained by Benmahdi (2019). The optimization of the 

axial dispersion coefficient of the adsorbate by the least squares method shows that its 

value is significantly higher than that of the hydrodynamic one. Statistical modelling of the 

axial dispersion coefficient for the adsorbate revealed interacting effects of the spatial 

distribution of the heterogeneity itself, the heterogeneity scale quantifying parameter, and 

the medium capacity and of length. 

Keywords : 

Adsorption, fixed bed, chemical heterogeneity, dispersion, finite differences, modified 

method of Picard. 
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 ملخــــــص

 

حى حمدَس يعايم انخشخج انًحىزٌ نًادة يًخصة فٍ وظظ يعايٍ غُس يخجاَط كًُُائُاً، ويمازَخه بًعايم حشخج انًاء، 

 نهُشاط لاَىٌ  نهرا َخبع انخىشَع انفضائٍ بحُثانخدفك يع يساعاة انخىشَع انفضائٍ نهُشاط- وذنك بحم يعادنت انخشج

انخدفك انلاخطُت -  حم يعادنت انخشجحىٌ. َكىٌ حفاعم انًًخصاث يع انىظظ يٍ َىع  حىاشٌ ايخصاص لاَجًٌُس. بسَىنٍ

 انُخائج انًحصم َخى انخحمك يٍ صحت َخائج انًحاكاة بًمازَت. انًعدنت بُكاز  حمُُت وفسوق انًحدودةطسَمت ال واظطتب

اثبج حمُى يعايم انخشخج انًحىزٌ نهًادة انًًخصة . (2019) بٍ يهدٌ  انخٍ ححصهج عهُها يع انُخائج انخجسَبُت عهُها

  انًُرجت اَضاكشفج. بطسَمت انًسبعاث انصغسي أٌ لًُخه أعهً بكثُس يٍ لًُت يعايم انخشخج انهُدزودَُايُكٍ

نخىشَع انفضائٍ نهُشاط، ا  نهرا انًعايم يعالإحصائُت نًعايم انخشخج انًحىزٌ نهًًخص عٍ وجىد حأثُساث حفاعهُت

 .انًعايم انًًثم نًمُاض عدو انخجاَط، انععت وطىل انىظظ

 

 

 :انكهًاث انًفخاحُت 

 .الايخصاش ، انعسَس انثابج ، عدو انخجاَط انكًُُائٍ ، انخشخج ، انفسوق انًحدودة ، طسَمت بُكاز انًعدنت
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INTRODUCTION GENERALE 

 

En appliquant en laboratoire le protocole expérimental de l’adsorption en colonne, 

les effets de l’hétérogénéité chimique du milieu sur l’étalement de la courbe de percée d’un 

soluté interactif (adsorbat) ne sont plus à démontrer. Plusieurs études, plus ou moins 

récentes (Attinger et al. 1999; Benmahdi et al. 2020; Bolster and Dentz 2012; Bosma and 

van der Zee 1993; Espinoza and Valocchi 1997; Metzger et al. 1996; Semra et al. 2008; 

Zavala-Sanchez et al. 2007), ont mis en évidence une relation directe entre la variabilité 

des propriétés chimiques du milieu (adsorbant ou sol naturel ou synthétique) et la 

dispersion globale des solutés adsorbés, traduite par une augmentation de l’étalement de la 

percée. Toutefois, ces études restent rares comparées à celles traitant de l’hétérogénéité 

chimique et physique à l’échelle de l’aquifère. De plus, les travaux de modélisation sont 

rarement validés par des expériences et, vice-versa, les études expérimentales sont 

rarement représentées par des modèles. La littérature manque alors d’informations sur 

problème, jusque lors peu connu dans les études de laboratoire d’adsorption en colonne ou 

de caractérisation de migration des polluants dans les sols. Cette réalité confronte 

malheureusement tout auteur qui s’y intéresse.  

S’intéressant aux expériences en colonnes dans l’équipe de recherche, nous 

désirons par le biais du présent travail enrichir la littérature dans le domaine. L’objectif est 

plus précisément de réaliser un travail de modélisation en vue de validation par des 

comparaisons aux résultats expérimentaux.  

Traditionnellement, la modélisation consiste à écrire l’équation d’advection-

dispersion en y introduisant la distribution spatiale de l’activité du milieu, en d’autres 

termes, la distribution de l’hétérogénéité chimique du milieu. Il est connu que la nature de 

l’équation différentielle obtenue en milieu chimiquement homogène présente déjà une 

certaine complexité quant à la résolution. L’introduction de la distribution de l’activité 

risque d’engendrer une complexité de calcul supplémentaire. Les méthodes numériques 

sont plus ou moins performantes, et le choix de la méthode de résolution est lui-même une 

étape critique dans la validité du modèle. Le meilleur moyen de s’en assurer et de 

confronter les résultats du modèle à l’expérience. 
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Pour ce faire, il est impératif de maitriser les paramètres mis en jeu par l’équation 

ou le système d’équations représentant le transport interactif en lit fixe chimiquement 

hétérogène. L’expérience est dans ce cas également le seul recours pour que le modèle soit 

réaliste.  

 Il n’est pas à démontrer qu’un travail de modélisation ne peut se passer de 

comparaison des résultats de simulation (issus de la modélisation) aux résultats 

expérimentaux que le modèle tente de représenter.  

 Dans cette optique, nous nous intéressons au transport des substances réactives 

interactives subissant à une adsorption non linéaire sous la condition d'équilibre 

thermodynamique et local dans un milieu poreux chimiquement hétérogène. Nous nous 

intéressons surtout à rechercher une corrélation liant le coefficient de dispersion axiale aux 

paramètres quantifiant l’hétérogénéité chimique.  

 La véritable problématique de ce travail est d’estimer le coefficient de dispersion 

axiale pour l’adsorbat. Suivant l’approche des milieux poreux et les phénomènes de 

transport macroscopique du fluide porteur mis en jeu, l’on pense que le simple fait 

d’introduire la distribution spatiale de l’hétérogénéité dans l’équation d’advection-

dispersion suffirait pour représenter l’augmentation de l’étalement des courbes de percée 

de l’adsorbat. Nous avons voulu vérifier cela mais aussi nous nous posons la question 

centrale suivante :  

« Ayant pris en considération la distribution spatiale des propriétés chimiques du 

milieu dans l’équation d’advection-dispersion, peut-on conserver le même coefficient de 

dispersion hydrodynamique pour un soluté adsorbé ? Si non, quelle en serait la valeur 

adéquate ?».  

La démarche adopté est basée sur la résolution numérique des équations d'advection 

dispersion linéaire, pour le traceur de l’eau, et non linéaire, pour l’adsorbat, l’optimisation 

du coefficient de dispersion hydrodynamique et enfin la mise en évidence de la relation 

entre le coefficient de dispersion pour l’adsorbat et les paramètres. La validation de 

méthodes de résolution ainsi que des résultats de modélisation du cas hétérogène aura 

comme base expérimentale les travaux de Benmahdi (2019), où les milieux hétérogènes 

constitués de charbon actif granulaire, le traceur de l’eau est une solution de KCl, et le 

traceur interactif est le phénol. Le manuscrit est organisé en six chapitres : 
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Le chapitre un est consacré à rappeler les bases de la modélisation du transport en 

milieux poreux. Le concept de l’hétérogénéité et son influence sur l’étalement de la courbe 

de percée d’un adsorbat sont aussi présentés dans ce chapitre. Ce chapitre expose la 

problématique, la conceptualisation du problème et les hypothèses de la recherche. 

Les principaux modèles du transport de solutés en milieu poreux rencontrés dans la 

littérature sont ensuite présentés dans le deuxième chapitre. Tous ces modèles sont 

développés à partir des bilans de matière à travers un élément de volume de la colonne. Les 

solutions analytiques de certains modèles, en particulier les modèles d’équilibre, ont été 

présentés. Les schémas numériques les plus utilisés pour résoudre les équations 

d’advection dispersion et les différentes méthodes de traitement du terme non linéaire y 

sont également exposés.    

Dans le troisième chapitre nous détaillons les notions liées à la dispersion 

hydrodynamique et les différentes méthodes proposées pour l’estimation de la valeur de 

son coefficient.  

Le quatrième  chapitre du manuscrit présente le modèle adopté de l’adsorption en 

colonne de laboratoire pour des milieux physiquement homogènes présentant une certaine 

distribution spatiale des propriétés chimiques ainsi qu’un certain nombre de méthodes de 

résolution numérique parmi les plus courantes et efficaces. 

Le cinquième chapitre rend compte des différents résultats obtenus lors de  

l’évaluation du coefficient de dispersion hydrodynamique. Les différents résultats obtenus 

lors de la comparaison des différentes méthodes utilisées pour discrétiser l’ADE, et des 

différentes techniques utilisées pour traiter le terme non linéaire.  

Ces résultats constitueront en effet les éléments de base de la modélisation en 

milieux chimiquement hétérogènes. Celle-ci sera présentée dans le sixième chapitre.  

Enfin nous apportons les conclusions du présent travail ainsi que ses perspectives 

dans la conclusion générale. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre I 

Problématique & Méthodologie : quelle valeur du 

coefficient de dispersion axiale dans l’équation 

d’adsorption en lit fixe hétérogène 
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CHAPITRE I  

PROBLEMATIQUE& METHODOLOGIE : QUELLE VALEUR DU 

COEFFICIENT DE DISPERSION AXIALE DANS L’EQUATION 

D’ADSORPTION EN LIT FIXE HETEROGENE ? 

 

La performance d'un lit fixe d’adsorption peut être décrite à travers le concept de 

la courbe de percée qui donne l’évolution temporelle de la concentration en sortie du lit. 

Le temps nécessaire à la percée (temps d'apparition du soluté dans le fluide sortant) et la 

forme de cette courbe sont des caractéristiques très importantes pour évaluer le 

fonctionnement et surtout l’efficacité de la colonne (Malkoc et al. 2006). La forme de la 

courbe de percée dépend des paramètres de transport du fluide porteur, en l’occurrence la 

dispersion axiale, et des paramètres d’interaction microscopiques (isotherme 

d’adsorption, diffusion interne et/ou externe). Dans la plupart des cas, cette courbe 

présente une forme caractéristique en S dont la pente est plus ou moins importante. Plus la 

pente est importante, plus la colonne est efficace. 

La courbe de percée constitue un élément clé dans l’étude de l’adsorption en 

colonne, mais également dans la caractérisation en laboratoire de la migration des 

polluants dans les milieux naturels. L’estimation de son étalement connaissant les 

paramètres d’interaction permet l’estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique 

axiale. En effet, plus la pente de la courbe est importante (la courbe est donc raide), plus 

la dispersion axiale est faible et vice-versa. Ainsi, la modélisation de la courbe de percée 

permet l’évaluation des paramètres des phénomènes dominants dans le processus global 

(que ce soit de migration ou d’épuration d’effluents par adsorption), dont le coefficient de 

dispersion axiale. Le modèle le plus connu et le plus utilisé est basé sur l’approche des 

milieux continus et est appelé Equation d’Advection-Dispersion.  

L’objectif du présent travail de recherche est justement d’estimer le coefficient de 

dispersion axiale dans l’équation d’advection-dispersion modélisant l’adsorption en 

colonne à l’échelle du laboratoire et dans le cas d’une isotherme d’adsorption non 

linéaire. Traditionnellement, les dimensions des colonnes et la nature des milieux justifient 

les paramètres de transport soit considérés constants et que le milieu soit physiquement 

homogène.  
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En ce qui concerne l’adsorbat, l’on suppose que le phénomène de dispersion est 

inhérent au fluide porteur. Ainsi, le coefficient de dispersion est le même mesuré ou encore 

estimé par le transport du fluide porteur, ou encore d’un traceur inerte. Il est aussi admis 

que les paramètres d’interaction soient indépendants de la position et que le milieu soit 

également chimiquement homogène. Ainsi, l’adsorption en colonne (ou en lit fixe) est 

modélisée par l’équation d’advection-dispersion du fluide à laquelle est ajouté un terme 

d’accumulation en phase solide. Par conséquent, le coefficient de dispersion 

hydrodynamique et les paramètres des processus microscopiques (d’interaction) sont 

supposés suffisants pour quantifier l’étalement de la courbe de percée de l’adsorbat.  

Cependant, cette conception s’est avérée non valide dans certaines situations où le 

milieu présente une variabilité plus ou moins importante des propriétés chimiques (Appert-

Collin et al. 1999; Benmahdi et al. 2020; Lefèvre et al. 1996; Semra et al. 2008; Tevissen 

1993). Selon les travaux de Benmahdi et al. (2020), il a été trouvé que le coefficient de 

dispersion et les paramètres d’interaction ne pouvaient expliquer à eux seuls l’étalement 

des courbes de percée d’un adsorbat sortant d’un milieu chimiquement hétérogène. 

L’étude de Benmahdi et al. (2020) a été justement motivée pour mettre en évidence cet effet 

et constitue elle-même une base expérimentale du présent travail dont l’objectif est de 

revoir la modélisation de l’adsorption en colonne de laboratoire pour des milieux 

physiquement homogènes, mais présentant une certaine distribution spatiale des propriétés 

chimiques.  

Ainsi, dans ce chapitre, l’on présente d’abord les bases de la modélisation du 

transport en milieux poreux puis l’on introduit le concept de l’hétérogénéité et son 

influence sur l’étalement (la dispersion globale ou apparente) de la courbe de percée d’un 

adsorbat.  

1.1. Modélisation du transport en milieux poreux : Méthode de la moyenne spatiale 

ou du volume élémentaire représentatif (VER) 

Un milieu poreux est formé de matière solide traversée par des réseaux de chenaux 

ou de pores de très petites tailles, connectés de manière si complexe qu’elle rende l’étude 

du détail des phénomènes à cette échelle (échelle du pore), appelée aussi échelle 

microscopique, impossible. Il est alors plus réaliste de décrire le transport en milieux 

poreux sur la base d’une observation à l’échelle macroscopique plutôt que microscopique. 
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La méthode, dite Méthode de Moyenne Spatiale, consiste à transposer les propriétés du 

milieu d’un niveau microscopique à un niveau macroscopique (Sun 1996).  

D’un point de vue mathématique, un point X de coordonnées (x, y, z) dans un 

système tridimensionnel dans la zone d’écoulement peut être considéré le centre d’un 

volume, pouvant être sphérique ou cubique, représentant une entité du milieu poreux. Ce 

volume doit être suffisamment grand pour comprendre un nombre suffisant de particules 

solides et de pores pour donner lieu à une valeur moyenne stable de certaines propriétés 

physiques du milieu. D’un autre côté, ce volume doit être suffisamment petit en 

comparaison avec la zone d’écoulement (le milieu considéré) pour qu’il puisse être 

considéré comme un point. Cette entité définit le volume élémentaire représentatif (VER) 

(Sun 1996). En fait, pour une dimension donnée, la taille pour laquelle les valeurs 

mesurées pour un paramètre deviennent presque égales définit le volume élémentaire 

représentatif de la propriété (Banton and Bangoy 1997). Le milieu poreux est par la suite 

considéré comme un continuum de volumes élémentaires représentatifs. Ainsi, toutes les 

grandeurs et les propriétés telles que la charge hydraulique, la porosité, la perméabilité, la 

concentration, etc., peuvent être considérées comme des fonctions continues de la position. 

Cette approche s’appelle aussi approche des milieux continus.  

Il faut noter que plus une propriété physique présente une grande variabilité, plus le 

VER qui s'y rapporte est grand. Par ailleurs, la notion de VER est généralement exprimée 

en terme de longueur appelée longueur caractéristique de l'échelle de l'hétérogénéité, ou 

tout simplement échelle d'hétérogénéité. Pour des dimensions d’échantillon supérieures à 

cette longueur, le milieu est dit homogène par rapport à la grandeur mesurée, c’est-à-dire 

que la valeur de la propriété en question ne dépend plus de la position. Dans le cas 

contraire, le milieu est hétérogène (Benmahdi 2019). 

1.2. Transport du fluide 

Selon l’approche des milieux continus, le transport en milieu poreux est décrit par 

un bilan de matière d’une substance dissoute dans le fluide en écoulement sans interagir 

avec le milieu poreux. Cette substance, dite traceur inerte, est censée suivre les mêmes 

chemins que le fluide porteur. Le bilan est écrit dans un élément de volume dont les 

surfaces d’entrée et de sortie sont transversales aux centres de VERs. Les flux d’entrée et 
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de sortie de cet élément de volume représentent les deux modes de transport 

macroscopique : l’advection et la dispersion hydrodynamique. 

L’advection est le moteur essentiel de transport de la matière. Il s’agit du 

déplacement de la matière d’un point à un autre dans toutes les directions (transversale, 

longitudinale, verticale) (figure 1.1). Le flux advectif, 𝐹𝑖 , du soluté dans une direction i 

donnée s’écrit :  

 𝐹𝑖 = 𝑢𝑖𝐶                  (1.1) 

Avec : 

 𝑢𝑖  : Vitesse moyenne de déplacement du soluté avec l’eau dans la direction i, 

 𝑢𝑖 =
𝑑𝑙𝑖

𝑑𝑡
, [L/T]. 

 𝐶 : Concentration du soluté en phase liquide mobile, [M/L
3
]. 

 

 

 

 

 

Figure 1.1: Exemple de déplacement de la matière par convection dans la direction 

longitudinale. 

Si l’advection transporte les molécules du fluide (et donc du traceur) dans une 

direction donnée, la dispersion hydrodynamique tend à les écarter de ce mouvement moyen 

dans d’autres sens créant ainsi des gradients de concentration dans le sens du mouvement 

global moyen et dans les directions perpendiculaires. Les particules du traceur injectées 

arriveront alors après un intervalle du temps donné à différents endroits en fonction de la 

tortuosité du chemin qu'elles ont suivi.  

Pour décrire la dispersion hydrodynamique on utilise une expression mathématique 

analogue à la loi de Fick où le coefficient de diffusion moléculaire est remplacé par un 

coefficient de dispersion hydrodynamique. Pour un écoulement dans une direction donnée, 

le flux de soluté par dispersion hydrodynamique est donné par : 

Ci 

z 

t0 t1 
z 

z 

t0 

t1 
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𝐹𝑖 = −𝐷𝑗𝑖
𝑑𝐶

𝑑𝑥𝑖
                           (1.2) 

Avec : 

𝐷𝑗𝑖  : Coefficient de dispersion hydrodynamique dans la direction j, dû au gradient 

de concentration dans la direction i, [𝐿2/𝑇]. 

L’effet de l’advection et la dispersion hydrodynamique, sur la répartition spatiale 

d'un panache à un temps donné est illustré dans le cas de transport unidirectionnel et 

unidimensionnel dans la figure suivante : 

 

Figure 1.2 : Effet des principaux processus de transport sur la répartition spatiale d’un 

panache: (a) injection Dirac (Besnard 2003), (b) injection échelon (Fetter 2001). 

1.2.1. Origines de la dispersion 

En réalité, la dispersion hydrodynamique est le résultat de deux processus : la 

dispersion mécanique qui provient de la variabilité de la distribution des vitesses dans le 

milieu, et la diffusion moléculaire qui provient de l’agitation des molécules transportées au 

sein du fluide (Sun 1996). 

1. Dispersion cinématique  

La dispersion cinématique ou mécanique est un phénomène physique lié à la 

variabilité du champ des vitesses à l’intérieur et entre les différents pores du milieu poreux. 

Ce phénomène est généralement la combinaison de quatre faits :  

z 
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 La distribution inégale des vitesses à l’intérieur des pores : Cette distribution a une 

forme parabolique, où la vitesse est maximale au milieu et nulle aux parois (figure 

1.3.a). 

 La fluctuation de la direction d’écoulement dans le temps qui provoque des lignes 

de courant de longueur variable et de forme zigzag (figure 1.3.b). Les lignes de 

courant varient par rapport à la direction principale. Les molécules qui s’éloignent 

le moins de cette direction principale sont les molécules les plus rapides. 

 La variation des diamètres et des longueurs des pores : Elles provoquent des 

vitesses variables d’un pore à l’autre et même au sein d’un même pore, des vitesses 

plus rapides pour les molécules transportées par les grands pores (figure 1.3.c).  

 La tortuosité des trajectoires : Elle a pour effet principal d’amortir la courbe de 

restitution (de percée) du traceur, la masse de soluté dans la phase fluide reste 

constante mais son volume augmente avec la distance parcourue (Laffite 1980).  

 

 

      

 

Figure 1.3 : Principales causes de la dispersion mécanique dans un milieu poreux. 

2. La diffusion moléculaire 

C’est un phénomène physico-chimique présent même en l’absence de l’écoulement 

car ne dépend pas de la vitesse d’écoulement dans le milieu poreux. Ce phénomène tend à 

homogénéiser la concentration du soluté dans l’espace en déplaçant les solutés des endroits 

fortement concentrés vers des endroits faiblement concentrés. La diffusion moléculaire est 

décrite par la loi de Fick traduisant la proportionnalité du flux massique à l’inverse du 

gradient de concentration. Le coefficient de proportionnalité est appelé coefficient de 

diffusion moléculaire. 

Lorsqu'un fluide s'écoule dans un milieu poreux, la dispersion mécanique et la 

diffusion moléculaire sont en actions simultanées. La dispersion mécanique permet aux 

Distribution  

de vitesse 

Direction d’écoulement 

 

 

 

(c) 
(b) (a) 
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particules du traceur de se déplacer le long des canaux, tandis que la diffusion moléculaire 

tend à homogénéiser la concentration du traceur non seulement à l'intérieur d'un canal mais 

aussi entre les canaux. Lorsque la vitesse d'écoulement est extrêmement faible, la diffusion 

moléculaire est le phénomène dominant. 

1.2.2. Modèles d’advection-dispersion 

1. Modèle multidimensionnel pour un écoulement tri-directionnel 

 Il s’agit de la forme générale de l’équation d’advection-dispersion. Cette équation 

est le plus utilisée pour les milieux naturels (figure 1.4) où les vitesses sont très variables à 

cause de la variabilité de la porosité et donc de la perméabilité. La vitesse moyenne est 

représentée par un vecteur tridimensionnel dont les éléments sont variables avec la 

position. Ainsi, des gradients de concentration sont créés dans les directions 

perpendiculaires à la direction principale de l’écoulement (dispersions transversales), en 

plus de ceux créés dans cette direction (dispersions longitudinales), ce qui engendre une 

dispersion hydrodynamique représentée plutôt par un tenseur de dimension 33. 

L’équation d’advection-dispersion s’écrit donc (Coutelieris and Delgado 2012) : 

 ∇ 𝐷    ∇𝐶 − ∇ 𝑢   𝐶 =
𝜕𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
               (1.3) 

Avec : 

 𝐶 : Concentration du soluté en phase liquide mobile, [M/L
3
]. 

 𝐷    : Tenseur de dispersion hydrodynamique, 𝐷   =  

𝐷𝑥𝑥     𝐷𝑥𝑦    𝐷𝑥𝑧

𝐷𝑦𝑥     𝐷𝑦𝑦    𝐷𝑦𝑧

𝐷𝑧𝑥     𝐷𝑧𝑦    𝐷𝑧𝑧

 , [L2
/T]. 

 𝐷𝑥𝑥  : Coefficient de dispersion hydrodynamique pour le transport dans la direction 

x dû au gradient de concentration dans la direction x, [L
2
/T].  

     𝐷𝑖𝑗  : Coefficient de dispersion hydrodynamique pour le transport dans la direction i 

(longitudinale), dû au gradient de concentration dans la direction j (transversales), 

[L
2
/T], même définition pour les autres composantes. 

 𝑢   : Vecteur de vitesse moyenne en fût vide, [L/T]. 

 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧 : Variables indépendantes pour le temps et les distances respectivement. 
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Figure 1.4 : Exemple de structure poreuse 3D avec un écoulement tridirectionnel 

(Turuban 2017). 

Dans l’équation (1.3), la vitesse et les coefficients (longitudinaux et transversaux) 

sont de manière générale fonctions de la position. En effet, dans les milieux naturels, la 

variabilité importante de la taille des pores à plusieurs échelles engendre une grande 

variabilité de la perméabilité et donc de la vitesse ainsi que de la dispersion. Cela 

s’explique par le fait que la taille minimale où l’on peut considérer les paramètres de 

transport constants (VER) soit elle-même variable d’une zone à une autre. La variabilité ou 

encore la distribution de la perméabilité correspond à un phénomène typique des aquifères, 

l’hétérogénéité physique.  

Pour des milieux de dimensions beaucoup plus petites, ou encore pour des milieux 

dont les tailles des pores principaux sont proches les unes des autres, on parle d’une 

distribution homogène de la porosité et donc de la perméabilité et de la dispersion. Le 

milieu est alors physiquement homogène. Pour le transport dans les milieux poreux, 

puisque la vitesse et la dispersion dépendent directement de la distribution de la taille des 

pores, donc de la distribution de la perméabilité, l’on définit le même VER pour toutes ces 

grandeurs. 

Les vitesses moyennes et les coefficients de dispersions sont considérés constants le 

long du milieu étudié et l’équation (1.3) devient : 

  𝐷    ∆𝐶 −  𝑢   ∇𝐶 =
𝜕𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
               (1.4) 

 Selon les directions de l’écoulement advectif, l’équation est plus ou moins 

complexe. Le plus souvent, le fluide porteur se déplace dans une direction principale, 

l’écoulement est dit unidirectionnel. 

z 

x 

y 

Fluide  
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2. Modèles pour un écoulement unidirectionnel 

 Dans des milieux homogènes où l’écoulement est unidirectionnel (figure 1.5), c’est-

à-dire la vitesse moyenne est unidimensionnelle, voire constante, et le tenseur de 

dispersion devient un vecteur tri, bi ou unidimensionnel selon la prépondérance de la 

dispersion hydrodynamique dans les directions transversales. Le modèle se réduit à l’une 

des équations suivantes : 

 Modèle tridimensionnel 

L'équation du transport unidirectionnel, où la vitesse est décrite par le vecteur 

unidimensionnel, peut être représentée par le modèle multidimensionnel ci-dessous (Sun 

1996).  

 

Figure 1.5 : Exemple de structure poreuse 3D avec un écoulement unidirectionnel 

(Turuban 2017). 

L’on remarque que bien que le transport par advection soit unidirectionnel 

(exemple direction z), le transport par dispersion a lieu dans cette même direction (𝐷𝑧𝑧 ), 

ainsi que dans les directions transversales (𝐷𝑧𝑥  et 𝐷𝑧𝑦 ). 

 
𝜕𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑧𝑥

𝜕2𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐷𝑧𝑦

𝜕2𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑦2
+ 𝐷𝑧𝑧

𝜕2𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2
− 𝑢

𝜕𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
        (1.5) 

 Cette équation est généralement appliquée aux milieux homogènes dont les 

dimensions transversales à l’écoulement principal ne sont pas négligeables. 

 

 

 

z 

x 

y 

F
lu

id
e 
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 Modèle bidimensionnel  

Ce modèle, donné par l’équation suivante, est applicable dans le cas d’études en 

laboratoire où souvent la direction transversale est radiale (colonnes de grands 

diamètres) (Sun 1996): 

 
𝜕𝐶(𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑧𝑦

𝜕2𝐶(𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑦2 + 𝐷𝑧𝑧
𝜕2𝐶(𝑦 ,𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2 − 𝑢
𝜕𝐶

𝜕𝑧
              (1.6) 

1.3. Transport-adsorption 

Pendant son entrainement par le fluide en écoulement à l’intérieur d’un milieu 

poreux, un soluté interactif avec le milieu voit sa concentration varier en fonction du temps 

et de la position principalement, non seulement à cause des processus de transport 

macroscopique, mais également en raison de quelques interactions (homogènes ou 

hétérogènes), telles que l’adsorption et l’échange d’ions, les réactions chimiques et les 

processus biologiques (Sun 1996). Dans une colonne d’adsorption de laboratoire, le milieu, 

naturel ou synthétique, est souvent préparé de sorte à éviter les réactions chimiques et 

biologiques. Dans ce cas, la variation de concentration du soluté interactif, l’adsorbat, à 

l’intérieur de la colonne sera due au transport et à l’adsorption. Comme conséquence, 

l’onde d’adsorbat est retardée par rapport à celle d’un traceur inerte.  

Il est admis que le transport macroscopique de l’adsorbat suive les mêmes chemins 

que celui du fluide porteur, sauf qu’il en est retardé à cause de l’interaction avec la phase 

solide (l’adsorption). Ainsi, le transport d’un adsorbat est décrit par la même équation 

d’advection-dispersion à laquelle est ajouté un terme d’accumulation en phase solide. Les 

paramètres du transport, à savoir la vitesse moyenne en fût vide et le coefficient de 

dispersion hydrodynamique sont ceux de l’eau (Weber Jr et al. 1991) :  

  𝐷    ∆𝐶 −  𝑢   ∇𝐶 =
𝜕𝐶(𝑥 ,𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
+

1−𝜀

𝜀

𝜕𝐶𝑃 (𝑥 ,𝑦 ,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
            (1.8) 

Avec: 

 𝐶𝑃: Concentration de l’adsorbat dans la phase stationnaire, [M/L3]. 

 𝜀 : Porosité du milieu externe aux grains. 

Ce modèle couple donc les processus hydrodynamiques avec les interactions 

physico-chimiques. Il a été largement utilisé pour décrire le retard du soluté par sorption 

dans les milieux poreux. Il en découle généralement une équation différentielle linéaire ou 

non linéaire de type hyperbolique ou parabolique.  
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 Les processus microscopiques sont inclus dans le terme  
1−𝜀

𝜀

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
  qui souvent 

nécessite une seconde équation différentielle à l’échelle du VER hydrodynamique.  

1.4. Introduction de l’hétérogénéité chimique  

1.4.1. Conceptualisation & Hypothèses  

Selon l’approche des milieux continus, la grandeur présentant la variabilité la plus 

importante est celle dont le VER est le plus grand et, donc, celle qui détermine la nature de 

l’hétérogénéité du milieu. Par conséquent, lorsqu’une colonne de laboratoire est garnie 

d’un milieu dont les propriétés chimiques sont variables sur un grain mais dont les grains 

sont identiques, l’échelle de l’hétérogénéité chimique est inférieure à celle de 

l’hydrodynamique. Le milieu est alors chimiquement homogène. Cependant, lorsque les 

grains ou les agrégats constituant les milieux adsorbant ne sont pas de même nature 

(pratique de plus en plus fréquente pour l’élimination simultanée de plusieurs polluants), la 

variabilité des propriétés chimiques du milieu pourrait être plus importante que celle de la 

porosité et donc le VER qui s’y rapporte supérieur à celui imposé par l’hydrodynamique 

(figure 1.6). 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.6 : Schéma représentatif du  VER :(a) Milieu chimiquement homogène. (b) 

Milieu chimiquement hétérogène. 

1. Effet sur le coefficient de dispersion d’un adsorbat 

 Le modèle de la distribution des temps de séjours (DTS) dans un lit fixe basé sur 

l’approche des réacteurs parfaitement agités en série donne une configuration analogue à 

(a)  (b)  

   VER hydrodynamique    VER > VER hydrodynamique 
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celle de la notion de VER. Dans ce modèle, le lit fixe est représenté par une série de 

réacteurs « élémentaires » identiques (figure 1.7) où l’agitation représente le processus de 

dispersion alors que le déplacement d’un réacteur à un autre représente l’écoulement 

advectif (Semra et al. 2009).  

 

 

 

 

 

Figure 1.7: Représentation du lit fixe selon l’approche discrète. 

Le paramètre clé de ce modèle est le nombre de réacteurs, J. Plus il est important, 

plus la distribution des temps de séjour est raide et donc peu dispersée. Aussi, ce paramètre 

est inversement proportionnel au coefficient de dispersion hydrodynamique (Villermaux 

1993) comme il est proportionnel au nombre de Péclet de la colonne (𝑃𝑒 ≈ 2𝐽) (André et 

al. 1998). 

Rappelons que le nombre de Péclet pour un lit fixe compare le transport advectif au 

transport dispersif par la relation : 

 𝑃𝑒 =
𝑢𝐿

𝐷𝑧𝑧
=

𝐿2 𝐷𝑧𝑧 

𝐿 𝑢 
=

𝑡𝐷

𝑡𝑚
              (1.9) 

Avec: 

 𝐿 : Longueur de la colonne, [L].  

 𝑡𝐷 : Temps de dispersion, [T]. 

 𝑡𝑚 : Temps de passage, [T]. 

D’un autre côté, plus J est important, plus la taille d’un réacteur élémentaire est 

petite. Par analogie, plus J est grand, plus le VER est petit. A l’inverse, si le VER devient 

grand, J diminue. Ainsi, l’on peut supposer que si le VER dans un milieu chimiquement 

hétérogène est supérieur à celui qui aurait été définit par la taille des pores et donc des 

grains si le milieu était homogène, la dispersion d’un adsorbat serait supérieure à celle d’un 

traceur de l’eau qui lui serait soumis au VER imposé par la distribution de la porosité. Par 

…………. 

Phase stationnaire Phase mobile 
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conséquent, l’on suppose que le coefficient de dispersion pour un adsorbat dans un milieu 

chimiquement hétérogène est supérieur au coefficient de dispersion hydrodynamique. 

2. Conséquences sur la courbe de percée 

La conséquence de la variabilité spatiale de l’activité du milieu est qu’en plus des 

gradients de concentration dus à la dispersion hydrodynamique, l’adsorbat présentera des 

gradients de concentration supplémentaires en phase fluide dans la direction longitudinale, 

voire aussi transversale. En effet, il se crée des zones de fortes concentrations en phase 

fluide près des zones de faible capacité et des zones de faibles concentrations près des 

zones de forte capacité. Comme pour la dispersion hydrodynamique, ces gradients 

supplémentaires auront pour conséquence l’augmentation de l’étalement de la courbe de 

percée. Ces effets ont réellement été observés par plusieurs auteurs (Appert-Collin et al. 

1999; Benmahdi et al. 2020; Semra et al. 2008; Tevissen 1993). 

1.4.2. Question centrale 

 A l’issue de cet exposé, il est clair qu’il n’est plus adéquat de négliger 

l’hétérogénéité chimique dans la modélisation de l’adsorption en lit fixe pour des milieux 

dont les propriétés chimiques sont variables d’un grain à un autre. Il devient alors impératif 

d’introduire, dans l’équation d’advection-dispersion, la distribution spatiale de l’activité 

(ou encore la distribution de l’hétérogénéité chimique). Cette distribution pourrait être 

déterministe si elle est parfaitement connue, ou dans le cas contraire probabiliste. Dans le 

premier cas, la résolution est réalisée généralement par les méthodes Euleriennes. Dans le 

second, stochastique, les méthodes lagrangiennes ou mixtes sont utilisées. En ce qui 

concerne notre étude, nous considéreront une distribution déterministe de l’hétérogénéité.  

Cependant, la question centrale qui s’impose est « Ayant pris en considération la 

distribution spatiale des propriétés chimiques du milieu dans l’équation d’advection-

dispersion, peut-on conserver le même coefficient de dispersion hydrodynamique pour 

un soluté adsorbé ? ».  

 En d’autres termes, est-ce que l’introduction de la distribution de l’hétérogénéité 

chimique dans l’équation d’advection-dispersion suffit à elle seule pour représenter 

l’étalement accru des courbes de percée de l’adsorbat ? Si non, quelle serait la valeur 

adéquate du coefficient de dispersion correspondant à l’adsorbat ?  
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1.4.3. Méthodologie 

 Pour répondre à cette question, un travail de modélisation et par la suite de 

simulation d’expériences d’adsorption en colonne sur des milieux présentant des 

hétérogénéités chimiques diverses et maîtrisées (milieux synthétisés pour cette fin), est 

envisagé. Selon les étapes suivantes :  

1. Optimisation des paramètres hydrodynamiques à partir des courbes de percée d’un 

traceur de l’eau sur les milieux chimiquement homogènes. 

2. Optimisation des paramètres d’interaction à partir des expériences d’adsorption en 

colonnes garnies de milieux chimiquement homogènes. 

3. Modélisation de l’adsorption en milieux chimiquement hétérogènes par l’introduction de 

la distribution spatiale des paramètres de l’interaction et optimisation du coefficient de 

dispersion axiale. 

 Ce travail de modélisation est essentiellement un travail de calcul numérique de 

résolution d’équations différentielles et d’optimisation. Il nécessite la maîtrise des 

méthodes mathématiques en plus des processus physico-chimiques et hydrodynamiques 

ayant lieu dans un procédé d’adsorption en lit fixe. Les trois chapitres suivants serviront 

donc à présenter tous les outils et méthodes nécessaires pour la réalisation des étapes 

citées ci-haut. 
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CHAPITRE II 

MODELES D’ADSORPTION EN COLONNE 

 

De plus en plus, le devenir de polluants dans les sols préoccupe les chercheurs qui, 

de plus en plus, ont recours aux expérimentations en colonne de laboratoire afin de 

reproduire la migration de polluants ayant lieu dans les milieux naturels (Arthur et al. 

2017; Berlin et al. 2015; Gaonkar et al. 2016; Grolimund and Borkovec 2005; Latrille et 

al. 2017; Sharma et al. 2014; Simonnot et al. 2001; Zakari et al. 2016). Ces expériences 

ont souvent pour objectif l’identification et surtout la quantification des processus 

limitants. La détermination, souvent par ajustement ou optimisation, des paramètres 

représentatifs des processus prépondérants permet par la suite d’établir les modèles 

décrivant le transport interactif des divers polluants avec les divers sols.  

Bien que la modélisation consiste en l’écriture de l’équation d’advection-

dispersion pour un traceur de l’eau en y ajoutant un terme d’accumulation en phase 

stationnaire (l’agrégat), la résolution pour un adsorbat (ou un polluant) n’est pas aussi 

simple que pour un traceur de l’eau. En effet, ce terme d’accumulation en phase 

stationnaire comprend en réalité tous les processus microscopiques ayant lieu sur 

l’agrégat (comprenant phase solide et éventuellement phase fluide immobile). Ces 

processus peuvent être plus ou moins rapides, et moins ils le sont, plus ils sont limitants 

pour le processus global (de transport et d’interaction). Ils nécessitent alors d’être décrits 

par des équations eux aussi, mais ces équations sont à l’échelle de l’agrégat (dimension 

représentative de l’agrégat, le rayon). Par ailleurs, les processus les plus rapides sont 

représentés par des équations algébriques plus ou moins complexes, alors que ceux qui 

sont les plus lents sont représentés par des équations différentielles. Par conséquent, le 

transport interactif global pourrait être représenté par une équation différentielle (linéaire 

ou non linéaire), ou par un système d’équations différentielles à deux échelles (dimension 

dans le sens de l’écoulement et dimension de l’agrégat), plus ou moins complexes. La 

résolution de tels systèmes n’est alors pas aisée et nécessite forcément l’utilisation de 

méthodes numériques.  
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Le but de ce chapitre est alors d’exposer les différents processus microscopiques 

pouvant limiter le transport interactif et les conséquences sur la complexité du modèle 

global. Quelques méthodes numériques et techniques utilisées pour résoudre ces modèles 

sont ensuite présentées. 

2.1. Processus de transport et de transfert/interaction dans un lit fixe 

 La modélisation du transport interactif dans un lit fixe est basée sur une 

hiérarchisation des phénomènes : macroscopiques et microscopiques. Pendant 

l’entrainement par le fluide en écoulement (le transport, phénomène macroscopique), un 

soluté est réparti entre la phase fluide en écoulement et l’agrégat, siège des processus 

microscopiques de transfert de masse et d’interaction (adsorption).  

 

 

 

 

 

Figure 2.1 : Schéma de répartition de soluté dans un agrégat poreux. 

Il se crée alors une distribution de la concentration sur l’agrégat telle que 

représentée dans la figure ci-haut (figure 2.1). C’est la résultante des vitesses de transfert 

entre phases et vitesse d’adsorption proprement dite. La molécule doit d’abord traverser la 

pellicule de fluide immobile à la surface externe de l’agrégat, puis diffuser dans le fluide 

interne (à l’intérieur de l’agrégat) pour atteindre le site actif où l’adsorption proprement 

dite peut être représentée par une cinétique plus ou moins lente ou encore un équilibre. 

Ainsi, l’équation de transport, par le fluide en écoulement, du soluté (adsorbat) d’un 

volume élémentaire à un autre est souvent supplémentée d’équation(s) décrivant le(s) 

processus microscopique(s) dans le même volume élémentaire. L’équation de transport est 

obtenue en établissement un bilan de matière du soluté dans un élément de volume du lit 

tenant compte de sa répartition entre une phase fluide mobile et une phase stationnaire, 

l’agrégat, (figure 2.2). 
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Figure 2.2 : Représentation d’un milieu poreux selon l’approche continue : 

(a) bidimensionnel: (b) : unidimensionnel. 

La prise en compte de ces processus microscopiques consiste en l’établissement de 

bilan(s) de matière à l’échelle de l’agrégat, c’est-à-dire sur un élément de volume de 

l’agrégat (figure 2.3).  

 

 

 

 

Figure 2.3 : Représentation schématique d’un grain de rayon R. 

En réalité, la modélisation consiste en la considération des processus prépondérants, 

c’est-à-dire limitant. Chaque processus étant caractérisé par un temps représentatif 

(inversement proportionnel à la vitesse) d’un certain ordre de grandeur, les processus 

limitant sont ceux dont les temps caractéristiques sont les plus longs. L’on parle alors de 

situation de non équilibre (Fesch et al. 1998; Özdural et al. 2004; Sardin 1998; Sardin et al. 

1991).  

Lorsque le temps caractéristique d’un processus microscopique est négligeable 

devant les autres temps, ce processus est négligé ainsi que l’équation y correspondant. 
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Lorsque tous les temps caractéristiques des processus à l’échelle de l’agrégat sont courts 

devant le temps caractéristique de transport, la concentration est vite uniformisée sur 

l’agrégat. L’on parle alors d’équilibre local et l’adsorption dynamique est représentée par 

l’équation macroscopique.  

Les modèles mathématiques développés sont donnés sous forme d’équations 

différentielles, voire de systèmes d’équations différentielles partielles. Ils sont linéaires ou 

non linéaires selon la complexité des équations représentant les processus microscopiques. 

La solution à ces équations décrit les changements dynamiques (distribution temporelle) 

des concentrations d'adsorbat dans les phases fluide et solide à différentes positions du lit 

(distribution spatiale). La solution temporelle à la sortie du lit représente ce qu’on appelle 

la courbe de percée, mesure clé dans les expériences d’adsorption dynamique.  

La solution du modèle peut être obtenue analytiquement ou numériquement. Pour 

les équations différentielles partielles linéaires simples, la solution analytique peut être 

obtenue. Cependant, l’adsorption en lit fixe (transport macroscopique et processus 

microscopiques) étant le plus souvent décrite par des équations différentielles non 

linéaires, les solutions analytiques ne sont pas toujours disponibles et la résolution 

numérique s’avère souvent nécessaire.  

On présente dans ce qui suit les modèles types proposés par la littérature, les 

solutions analytiques disponibles ainsi que les méthodes numériques les plus connues et les 

plus utilisées pour les équations dont la solution analytiques n’est pas disponible. 

2.2. Equation d’advection-dispersion (ADE) 

L’équation de transport macroscopique décrivant l’adsorption dynamique est 

appelée Equation d'Advection-Dispersion (ADE)(Abulaban and Nieber 2000; Abulaban et 

al. 1998; Bosma and van der Zee 1993a; Jaiswal 2010; Lafrance et al. 1989; Srivastava and 

Brusseau 1996; Thongmoon et al. 2012; van der Zee et al. 1992; Yeh et al. 1993). Cette 

équation décrit le mouvement d’entrainement global par le fluide mobile auquel est ajouté 

un terme d’accumulation sur l’agrégat. L’ADE est obtenue sous un certain nombre 

d’hypothèses simplificatrices telles que (Burkert et al. 2011; Che-Galicia et al. 2014; Gupta 

and Babu 2005; Kopsidas 2016) :  
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 Milieu homogène (distribution des tailles des pores homogène d’où un coefficient 

de dispersion hydrodynamique constant).  

 Dispersion radiale négligeable devant la dispersion axiale (longitudinale à 

l’écoulement). 

 Milieu saturé (absence de phase gazeuse).  

 Fluide mobile incompressible. 

Selon l’approche continue, les caractéristiques du transport, en l’occurrence le 

coefficient de dispersion longitudinal et la vitesse d’écoulement advectif (piston), d’un 

adsorbat sont les mêmes que celle du fluide en écoulement (en général, l’eau). Elles sont 

souvent déterminées préalablement pour un soluté inerte, appelé traceur de l’eau. Un soluté 

est dit inerte s’il a un comportement identique à celui des molécules de l’eau le 

transportant. L’hydrodynamique est décrite alors par un bilan de matière de ce traceur sur 

un élément de volume dont les flux d’entrée et de sortie sont des flux advectifs et des flux 

dispersifs. En simplifiant le modèle tridimensionnel, équation (I.5), l’ADE de l’eau s’écrit 

donc (Appadu 2013; Batu 2006; Gray and Pinder 1976; Gurarslan et al. 2013; Silavwe et 

al. 2019) : 

 
𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                (2.1) 

Avec: 

 𝐷𝐿  : Coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal de l’eau, [L
2
/T]. 

Par conséquent, l’équation de transport de l’adsorbat s’écrit de la forme de l’ADE 

du traceur de l’eau à laquelle est ajoutée un terme d’accumulation en phase stationnaire 

(rappelons-le, l’agrégat) (Che-Galicia et al. 2014; Hekmatzadeh et al. 2012; Ruthven 1984; 

Shafeeyan et al. 2014). 

 
𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+

1−휀

휀

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2
              (2.2) 

En fonction des processus microscopiques prépondérant, le modèle d’adsorption 

consiste en une équation unique où la concentration en phase stationnaire ne dépend que de 

la loi cinétique ou de l’équilibre d’adsorption, ou nécessite d’être complétée par une 

équation décrivant un bilan de matière sur un élément de volume de l’agrégat. On distingue 

deux types de modèles : modèles considérant l’équilibre local et modèles avec limitation 

par des cinétiques liées aux processus microscopiques.  



Chapitre II                                                Modèles d’adsorption en colonne 

23 
 

2.3. Modèles considérant l’équilibre local 

 Ces modèles considèrent que les processus de transfert entre phases dans l’agrégat 

sont si rapides devant les processus de transport que l’équilibre est considéré instantané 

(figure 2.4). Il en résulte que la fraction de volume de fluide immobile à la surface externe 

de l’agrégat soit négligée devant la fraction occupée par le fluide mobile. Cette dernière 

devient égale à la porosité externe du milieu. Ainsi, le volume de la phase stationnaire 

devient égal au volume apparent du solide lui-même.  

 

 

 

Figure 2.4 : Schéma représentatif du transport des solutés dans le milieu poreux dans le cas 

d’équilibre local. 

La concentration de l’adsorbat dans la phase stationnaire, 𝑐𝑃, s’écrit sous la forme 

suivante: 

𝐶𝑝(𝑧, 𝑡) = 𝜌𝑎  𝑞(𝑧, 𝑡)                (2.3) 

Avec: 

 𝑞: Quantité adsorbée sur la surface d'un gramme d'adsorbant, [M/M].  

 𝜌𝑎  : Masse volumique apparente de l’agrégat, [M/L3].  

2.3.1. Cas de l’équilibre thermodynamique 

Le modèle reposant sur l'hypothèse de l'équilibre thermodynamique est un modèle 

où le mécanisme d'adsorption est instantané (trop rapide par rapport aux échelles de temps 

caractéristiques de la convection et de la dispersion). La quantité de soluté adsorbé est 

calculée par la loi d’isotherme d'adsorption. Elle est déterminée à partir des essais soit en 

batch soit en colonne de laboratoire dans des conditions précises de température et de pH. 

Un grand nombre des modèles mathématiques a été proposé pour représenter les résultats 

de ces essais : le modèle de Langmuir, le modèle de Freundlich, le modèle de Temkin, etc. 

Le point commun entre tous ces modèles est, que pour des solutions très diluées 

C 
q 

C 
q 
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(concentration d’adsorbat en phase fluide très faibles), la loi d’isotherme devient une loi de 

partage linéaire.  

a. Cas de loi de partage linéaire 

Dans ce cas, la concentration en phase solide s’obtient par : 

𝑞 𝑧, 𝑡 = Kd  𝐶(𝑧, 𝑡)                 (2.4) 

Avec: 

𝐾𝑑 : Coefficient de distribution ou de partage entre phase solide et phase liquide,  

  L3/M . 

L’ADE pour l’adsorbat devient une équation différentielle partielle linéaire (Fetter 

et al. 2018): 

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑎𝐾𝑑  

1−휀

휀
 

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2              (2.5) 

Cette dernière équation s’écrit sous la forme suivante (Fetter et al. 2018): 

 R1
𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                (2.6) 

Avec :  

 R1: Facteur de retard, R1 = 1 + 𝜌𝑎𝐾𝑑  
1−휀

휀
 .  

b. Modèles d’adsorption non linéaire  

Plusieurs types des modèles ont été proposés pour décrire l’adsorption dans le cas 

de solutions non diluées où la relation entre la concentration de solutés en phase liquide et 

la quantité adsorbée n'est pas linéaire. Parmi les modèles les plus couramment utilisés, on 

trouve les modèles de Freundlich et de Langmuir.  

Par exemple dans le cas d'une isotherme de type de Freundlich, l'équation (2.2) 

s'écrit sous la forme suivante(Fetter et al. 2018): 

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
 +

1−휀

휀
𝜌𝑎

𝜕 𝑘𝑓𝐶𝑛 (𝑧 ,𝑡) 

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                                    (2.7) 
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Avec: 

 𝑘𝑓 : Constante de Freundlich, [(𝐿/𝑀)𝑛−1]. 

 𝑛: Constante de Freundlich. 

Pour une isotherme non linéaire de type Langmuir, l'équation (2.2) devient de la 

forme suivante (Fetter et al. 2018): 

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
 +

1−휀

휀
𝜌𝑎

𝜕

𝜕𝑡
 

 𝑆𝑚𝑎𝑥 𝐾𝐿𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝐿  𝐶(𝑧 ,𝑡)
 + 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2
                       (2.8) 

 Avec: 

 𝑆𝑚𝑎𝑥 : Capacité maximale d’adsorption par unité de masse de l’adsorbant, [M/M]. 

  𝐾𝐿  : Constante d’équilibre d’adsorption adsorbat-adsorbant, [L3/M].   

c. Modèle avec cinétique d’adsorption proprement dite 

Si la réaction d’adsorption est lente, le terme d’accumulation présenté dans 

l’équation (2.2), 
𝜕𝐶𝑃

𝜕𝑡
, est remplacé soit par un modèle cinétique dite chimique. La littérature 

propose le modèle de cinétique d’adsorption à un seul site, dit modèle pseudo-premier 

ordre (PS1), ou encore le modèle cinétique à plusieurs sites, modèle pseudo-second ordre 

(PS2) (Che-Galicia et al. 2014; Dawood and Sen 2012; Dridi-Dhaouadi 1997; Wu et al. 

2009). 

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑘1

′  𝐾𝑑𝐶(𝑧, 𝑡) − 𝐶𝑃(𝑧, 𝑡)                (2.9) 

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑘2

′  𝐾𝑑𝐶(𝑧, 𝑡) − 𝐶𝑃(𝑧, 𝑡) 2            (2.10) 

Avec: 

 𝑘1
′ : Constante de vitesse du PS1, [T

-1
]. 

 𝑘2
′ : Constante de vitesse du PS2, [M/MT]. 
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2.3.2. Modèles avec processus de transfert de matière limitant  

a. Processus de transfert externe limitant 

L’existence d’une fraction d’eau immobile autour de l’agrégat peut engendrer une 

disparité des concentrations aux frontières de cette couche due à la lenteur de déplacement 

des molécules à travers cette couche limite. On appelle cette limitation cinétique de 

transfert externe. Le transport à travers la couche limite vers la surface extérieure de 

l'adsorbant est décrit par la première loi de diffusion (Carta 2003; Chi 1994; Jin et al. 2006; 

LeVan et al. 1997; Ruthven 1984; Sotelo et al. 2004) : 

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐾𝐹𝑎𝑝 𝐶(𝑧, 𝑡) − 𝐶𝛿(𝑧, 𝑡)              (2.11) 

où :   

 𝐶𝛿 : Concentration de l’adsorbat en phase fluide à la surface des particules, [M/L
3
]. 

 𝐾𝐹  : Coefficient de transfert dans le film, [L/T].  

 𝑎𝑝  : Surface externe par unité de volume, [L
2
/L

3
]. 

Dans le cas où seul le transfert externe est limitant, l’adsorption en colonne est 

décrite par le système d’équations suivant, dans lequel la loi d’isotherme doit être prise en 

considération. Dans ce cas, il s’agit d’une relation entre q et C. 

 Cas de loi de partage linéaire : 

Le système d’équations devient : 

  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑎𝐾𝑑  

1−휀

휀
 

𝜕𝐶𝛿 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                            

𝜕𝐶𝛿 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝐾𝑓𝑎𝑝

𝜌𝑎𝐾𝑑
 𝐶(𝑧, 𝑡) − 𝐶𝛿(𝑧, 𝑡)                                                          

         (2.12) 

Dans ce cas le transport dans le lit fixe est décrit par deux équations différentielles 

partielles linéaires couplées.  

 Cas de loi d’isotherme de Freundlich : 

Le système d’équations devient : 
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𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑎𝑘𝑓𝑛  

1−휀

휀
 𝐶𝛿

𝑛−1(𝑧, 𝑡)
𝜕𝐶𝛿 (𝑧 ,𝑡))

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2
          

𝜕𝐶𝛿(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝐾𝑓𝑎𝑝

𝜌𝑎𝑘𝑓𝑛𝐶𝛿
𝑛−1(𝑧 ,𝑡)

 𝐶(𝑧, 𝑡) − 𝐶𝛿(𝑧, 𝑡)                                                 
         (2.13) 

Dans ce cas le transport dans le lit fixe est décrit par deux équations différentielles 

partielles non linéaires couplées. 

b. Processus de diffusion interne limitant 

Comme l’agrégat est le rassemblement de quelques particules, l’espace créé entre 

ces particules crée une (méso) porosité qui pourrait permettre la pénétration du fluide 

(figure 2.5). Ce dernier, immobile, est le lieu de diffusion des molécules du soluté 

(adsorbat) avant de se fixer par adsorption sur un site actif (sur le solide ou sur un 

micropore non accessible au fluide).  

 

 

 

Figure 2.5 : Schéma représentatif du transfert interne à travers les pores. 

Le transfert à l'intérieur de la particule d'adsorbant est appelé diffusion interne et est 

décrit par la loi de Fick. Le bilan de matière du soluté dans un élément de volume 

d’agrégat s’écrit (Chi 1994; Do 1998; Gholami and Talaie 2010; Gupta and Babu 2005; 

LeVan et al. 1997; Shafeeyan et al. 2014):    

𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑝  

𝜕2𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟
 − 𝜌𝑝  

1−휀𝑖𝑛𝑡

휀𝑖𝑛𝑡
 

𝜕𝑞 (𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑡
                  (2.14) 

Avec : 

𝐶𝑆(𝑟, 𝑡) : Concentration du soluté en phase fluide immobile à une distance r du 

centre de la particule, [M/L
3
]. 

 휀𝑖𝑛𝑡  : Porosité interne des agrégats. 

 𝜌𝑝 : Masse volumique des agrégats, [M/L
3
]. 
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 𝐷𝑝  : Coefficient de diffusivité effective du soluté dans les particules, [L
2
/T]. 

𝑞 𝑟, 𝑡 : Quantité de soluté adsorbée sur la surface d'un gramme d'adsorbant à une 

distance r du centre de la particule, [M/M]. 

 R: Rayon de l’agrégat, [L]. 

Dans ce cas, l’équation de transport de l’adsorbat est décrite par : 

 
𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+  

1−휀

휀
 

𝜕𝐶𝑝     𝑧 ,𝑡 

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2             (2.15) 

Où : 

𝐶𝑝
    𝑧, 𝑡  : La concentration de l’adsorbat dans la phase stationnaire moyennée sur le 

volume de l’agrégat, [M/L
3
]. 

La concentration de l’adsorbat moyennées dans la phase stationnaire est donnée par : 

 𝐶𝑝
    𝑧, 𝑡 = 휀𝑖𝑛𝑡 𝐶𝑆

    𝑧, 𝑡 +  1 − 휀𝑖𝑛𝑡  𝜌𝑝𝑞 (𝑧, 𝑡)          (2.16) 

Avec : 

𝑞 (𝑧, 𝑡) : La concentration de l’adsorbat dans la phase solide moyennée sur le 

volume de l’agrégat, [M/M].  

𝐶𝑆
    𝑧, 𝑡 : La concentration de l’adsorbat dans la phase fluide immobile moyennée 

sur le volume de l’agrégat, [M/L
3
].  

Les concentrations de l’adsorbat moyennées dans la phase solide et la phase fluide 

immobile sont calculées comme suit : 

𝑞  𝑧, 𝑡 =
1

𝑉𝑃
 𝑞 𝑟, 𝑡 𝑑𝑉𝑝

𝑉𝑃

0
                    (2.17) 

𝐶𝑆
    𝑧, 𝑡 =

1

𝑉𝑃
 𝐶𝑆 𝑟, 𝑡 𝑑𝑉𝑝

𝑉𝑃

0
             (2.18) 

Où : 

𝑉𝑃  : Volume de l’agrégat, [L
3
]. 
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Selon le type d’isotherme on peut avoir des équations linéaires ou non linéaires : 

 Cas de loi de partage linéaire : 

  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+  

1−휀

휀
 

𝜕𝐶𝑝     𝑧 ,𝑡 

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                   

 1 + 𝜌𝑝𝐾𝑑  
1−휀𝑖𝑛𝑡

휀𝑖𝑛𝑡
  

𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑝  

𝜕2𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟
   

                   (2.19) 

 Cas de loi d’isotherme de Freundlich :  

  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑎𝑘𝑓  

1−휀

휀
 

𝜕𝐶𝑝    (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
= 𝐷𝐿

𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2                              

 1 + 𝜌𝑝𝑘𝑓𝑛  
1−휀𝑖𝑛𝑡

휀𝑖𝑛𝑡
 𝐶𝑆

𝑛−1(𝑟, 𝑡) 
𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑝  

𝜕2𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕𝐶𝑆(𝑟 ,𝑡)

𝜕𝑟
  

              (2.20) 

2.4. Solutions de l’équation d’adsorption en colonne 

 La résolution des équations différentielles représentant l’adsorption en colonne 

dépend de la complexité de ces équations, en particulier de leur linéarité. Pour des 

équations linéaires, la solution exacte peut être obtenue par l’approche analytique. 

Cependant pour les équations non linéaires, des méthodes d’approximation de l’équation 

différentielle par un ensemble d’équations algébriques constituent ce que l’on appelle 

l’approche numérique. Par ailleurs, lorsque le procédé est représenté par un système 

d’équations différentielles plus ou moins complexes, les méthodes numériques sont 

inévitables.  

2.4.1. Conditions initiales et aux limites 

Le milieu est un système qui n’est ni infini ni isolé de son environnement, il 

échange de la matière, de la chaleur et de la quantité de mouvement avec l’extérieur. Ainsi, 

quelle que soit l’approche appliquée, continue ou discrète, la solution nécessite et surtout 

dépend de certaines conditions appelées conditions initiales et aux limites. Les conditions 

initiales représentent l’état initial du système, alors que les conditions aux limites 

représentent les échanges de matière de ce milieu avec son environnement. Les conditions 

initiales et aux limites sont données sous forme d’équations mathématiques.  
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a. Conditions initiales (CI) 

Les conditions initiales expriment l'état initial du système à l'instant de référence ou 

à l'instant zéro. Elles donnent les valeurs des concentrations sur tout le domaine d'étude à 

un instant donné. Pour le lit fixe, la condition initiale s'exprime mathématiquement comme 

suit (Batu 2006; Fetter et al. 2018):  

 𝐶 𝑧, 𝑡 = 0 = 𝐶1 𝑧                (2.21) 

Où: 

 𝐶1 𝑧 : Une concentration, fonction, connue. 

En pratique, la fonction 𝐶1 𝑧  représente le type d’injection du soluté dans le fluide 

en écoulement permanent. Le soluté peut être injecté de manière continue en faisant passer 

brusquement la concentration du traceur d'une valeur nulle à une valeur 𝐶0, dans ce cas on 

parle d'injection échelon (figure 2.6.a), ou de manière instantanée, injection Dirac ou 

impulsion (figure 2.6.b) en injectant une certaine quantité pendant un temps très bref 

généralement inférieur à 1% de l'estimation du temps de passage moyen du fluide porteur 

dans le milieu (Abulaban and Nieber 2000; Sardin 1998). 

 

 

 

 

Figure 2.6 : Types d’injection de traceur dans un lit fixe 

(a) injection-Dirac, (b) injection-échelon.  

b. Conditions aux limites  

 Toutes les solutions, analytiques ou numériques, des équations différentielles 

nécessitent la spécification des conditions aux limités imposées sur les limites du domaine 

d'étude. Généralement on distingue trois types de conditions frontières (Batu 2006): 

t 

C/ C0 

 
1 1 

t 

C/ C0 

 

0 

(a) (b) 

0 
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 Conditions de Dirichlet ou de premier type 

Ces conditions imposent sur une partie des frontières concernées des valeurs de la 

variable d'état, la concentration. Elles s'expriment par:  

 𝐶 𝑧, 𝑡 = 𝐶2 𝑧, 𝑡               (2.22) 

Où:  

 𝐶2 𝑧, 𝑡 : Une fonction connue. 

 Conditions de Neumann ou de deuxième type 

Dans ce cas, un flux dispersif normal ou un gradient de concentration est imposé 

sur la limite : 

 −𝐷𝐿  
∂C 𝑧 ,𝑡 

∂z
= 𝑔 𝑧, 𝑡                          (2.23) 

Où:   

 𝑔 𝑧, 𝑡 : Fonction connue sur la limite. 

 Conditions de Cauchy ou de troisième type 

Ces conditions expriment la continuité du flux et de la concentration. Elles sont 

appelées aussi les conditions mixtes et elles sont données par:  

 𝑢𝐶 𝑧, 𝑡 − 𝐷𝐿  
∂C 𝑧 ,𝑡 

∂z
= 𝑠 𝑧, 𝑡                   (2.24) 

Où: 

 𝑠 𝑧, 𝑡 : Fonction connue sur la limite. 

2.4.2. Solutions analytiques des ADE 

Rappelons qu’en l’absence de limitations par des processus microscopiques 

(cinétiques de transfert entre phases ou d’adsorption), le système est représenté par la seule 

ADE. Plusieurs travaux ont été consacrés à la résolution analytique des ADE et plusieurs 

solutions sont disponibles dans les littératures pour une variété de conditions initiales et 
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aux limites (Huang and van Genuchten 1995; Ogata and Banks 1961; Van Genuchten 

1981; Van Genuchten 1982; Wexler 1992). En général ces solutions sont explicites.  

1. Solutions analytiques d’ADE pour un traceur inerte 

1.1. Cas d’une injection échelon 

 Premier type de conditions 

Soient les conditions initiales et aux limites suivantes : 

𝐶 z, 0 = 0      z ≥ 0 
C 0, t = C0     t ≥ 0 

C ∞, t = 0      t ≥ 0

                       (2.25) 

D’après ces conditions, la solution analytique de l’équation (2.1) est donnée par 

Ogata et Banks (1961): 

 
C(z,t)

C0
=  

1

2
 erfc  

z−ut

 4𝐷𝐿t
  +  exp  

uz

𝐷𝐿
  erfc  

z+ut

 4𝐷𝐿t
            (2.26) 

Avec : 

 erfc(z) : Fonction d’erreur complémentaire,  erfc(z) = 1 −
2

 π
 exp −t2  dt

∞

0
. 

C0 : Concentration initiale du traceur injectée, [M /L3]. 

 Deuxième type de conditions 

La deuxième condition aux limites propose que la masse injectée de traceur sur le 

un domaine infini (de -∞ à + ∞), est proportionnelle à la durée de l'injection. Selon les 

conditions initiales et aux limites présentées par l’équation (2.28), la solution analytique de 

l’équation (2.1) est donnée par la relation suivante (Fetter et al. 2018): 

C(z,t)

C0
=  

1

2
 erfc  

z−ut

 4𝐷𝐿t
 − exp  

uz

𝐷𝐿
  erfc  

z+ut

 4𝐷𝐿 t
            (2.27) 

 

𝐶 𝑧 , 0 = 0     − ∞ < 𝑧 < +∞

 neC  z, t = C0neut
+∞

−∞
   t > 0 

C  ∞, t = 0    t ≥ 0                      

               (2.28) 
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 Troisième type de conditions  

Soient les conditions initiales et aux limites suivantes: 

 

𝐶 𝑧 , 0 = 0                        

  −𝐷𝐿  
∂C

∂z
+ uC  

z=0
= uC0

 ∂C

∂z
 

z→∞
=  fini                  

             (2.29) 

Pour ces conditions, Van Genuchten (1981) a développé la solution analytique 

suivante :  

 
C(z,t)

C0
=  

1

2
 

erfc  
z−ut

 4𝐷𝐿t
 +  

u2t

π𝐷𝐿
 

1 2 

exp  −
 z−ut  2

4𝐷𝐿t
 

−
1

2
 1 +

uz

𝐷𝐿
+

u2t

𝐷𝐿
  exp  

uz

𝐷𝐿
  erfc  

z−ut

 4𝐷𝐿t
 

          (2.30) 

1.2. Cas d’une injection Dirac 

Pour une injection impulsion, et pour un écoulement permanent dans une colonne 

semi-infinie, la solution analytique de l’équation (2.1) est donnée par la relation 

suivante (Sun 1996): 

 
C(z,t)

C0
=

z

2 πDL t3
exp −

 z−ut  2

4DL t
              (2.31) 

Les conditions initiales et aux limites étant : 

 

𝐶 𝑧 , 0 = 0          

C 0, t = m0𝛿 𝑡  

C  ∞, t = 0          

               (2.32) 

Avec :  

m0  : Masse de traceur injectée par unité de surface de colonne et par unité de 

temps, [M/L
2
T]. 

δ(t) : Fonction de Dirac, 𝛿 𝑡 = 0 ∀ 𝑡 ≠ 0. 
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2. Solution analytique de l’équation ADE pour un adsorbat 

2.1. Solution de l’ADE linéaire   

 Lorsque la solution d’adsorbat injecté est très diluée, le processus d’adsorption 

devient un processus de partage linéaire entre la phase fluide mobile et la phase solide.  

Soient les conditions aux limites suivantes: 

  

𝐶 𝑧, 0 = 0, 𝑧 > 0
𝐶(0, 𝑡) = 𝐶0,   𝑡 > 0
∂C

∂z
 ∞, t = 0,   𝑡 > 0

               (2.33) 

La solution analytique de l’équation (2.6) est donnée par Van Genuchten (1982) : 

C(z,t)

C0
=  

1

2
erfc  

R1z−ut

 4DL R1t
  +  

1

2
 exp  

uz

𝐷𝐿
  erfc  

R1z+ut

 4DL R1t
           (2.34) 

2.2. Solution de l’ADE non linéaire 

De point de vue mathématique la résolution analytique des ADE non linéaire 

décrivant les processus de sorption dans un lit fixe est un problème difficile et pourrait être 

impossible dans certains cas car ces équations sont des équations complexes impliquant 

souvent des relations non linéaires, isotherme d'adsorption non linéaire, et des conditions 

de limitations cinétiques, l'équilibre non local. La résolution numérique dans ce cas s’avère 

nécessaire. 

2.4.3. Solutions numériques  

Généralement les solutions analytiques peuvent être obtenues uniquement avec un 

certain nombre d’hypothèses simplificatrices qui limitent fortement leur champ 

d'application pratique. Pour cette raison un recours aux méthodes de résolution numérique 

s’avère nécessaire pour arriver à approcher les conditions les plus générales. 

Pendent ces dernières années, l'utilisation des méthodes numériques a connu une 

croissance dans tous les domaines des sciences de l'ingénieur et surtout dans le domaine 

des écoulements et du transport des polluants dans les milieux poreux. Bien que de 

nombreux travaux aient été consacrés à la résolution de l'équation d'advection dispersion, 

différentes approches numériques ont été considérées. De très nombreuses publications 
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proposent des solutions eulériennes (Owabor and Ekwonu 2009; Silavwe et al. 2019), 

lagrangiennes (Besnard et al. 2011; Nishigaki et al. 1992) ou eulériennes-lagrangiennes 

(Celia et al. 1990; Cimorelli et al. 2016; Dahle et al. 1995; Sorek 1988; Wang and Lacroix 

1997). Généralement, le système d'adsorption sur colonne ne nécessite pas des méthodes 

complexes lagrangiennes. Néanmoins, les méthodes eulériennes ne sont pas faciles non 

plus, en particulier pour les équations non linéaires. Techniquement, l'approche eulérienne 

est basée sur la discrétisation des équations différentielles et l’approche le plus utilisée. 

Différents schémas sont utilisés par cette approche: la méthode des volumes finis, la 

méthode des éléments finis et la méthode des différences finies.  

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

Figure 2.7 : Exemple de discrétisation d’une plaque rectangulaire  

(a) MDF, (b) MVF et (c) MEF. 
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1. Méthode des différences finies : la méthode la plus ancienne 

Pour les problèmes d’écoulement des eaux souterraines et de transport de masse 

dans les milieux poreux, la méthode des différences finies (MDF) a été utilisée avec succès 

par plusieurs auteurs pour résoudre numériquement les équations aux dérivées partielles  

(Amiri et al. 2018; Appadu 2013; Gurarslan et al. 2013; Karahan 2006; Miguel 1974; 

Özdural et al. 2004; Shamir and Harleman 1967; Sharma et al. 2014; Silavwe et al. 2019; 

Singh et al. 2019; Zhao et al. 1994). 

 La philosophie générale de cette méthode est basée sur le remplacement de 

l'équation différentielle qui s'applique à l'ensemble du domaine étudié par un certain 

nombre d'approximations discrètes aux points sélectionnés par le chercheur (Bear and 

Cheng 2010). La MDF comprend trois étapes principales. Tout d'abord, le domaine continu 

d'écoulement est décomposé en un domaine discret composé d’un certain nombre n de 

mailles qui contiennent les nœuds de calcul (figure 2.7.a). Deuxièmement, Le 

développement de Taylor est utilisé afin d’approcher les dérivées partielles impliquées 

dans l’équation aux dérivées partielles. En conséquence, l’équation aux dérivées partielles 

est transformée en un système d'équations algébriques. Troisièmement, le système 

algébrique est résolu et les valeurs nodales de la fonction inconnue sont obtenues. Ces 

valeurs discrètes décrivent approximativement la distribution spatio-temporelle de la 

variable inconnue (Sun 1996).  

Les principes fondamentaux de la méthode des différences finies sont faciles à 

comprendre et ne nécessitent pas de formation avancée en mathématiques appliquées. Les 

principaux avantages de la MDF sont sa simplicité et sa flexibilité. La MDF assure une 

excellente conservation de la masse ainsi qu’une meilleure stabilité numérique. La MDF 

est la plus simple de toutes les méthodes car elle est facile à programmer et à mettre en 

œuvre, ce qui explique la tendance croissante à l’utilisation de cette méthode (Logan 

2001).  

2. Méthode des éléments finis  

La méthode des éléments finis (MEF) est la méthode la plus répondue dans le 

domaine de la modélisation. La MEF a été appliquée récemment par plusieurs auteurs pour 

résoudre numériquement l’équation d’advection dispersion (Daus et al. 1985; Ewing and 

Wang 2001; Huyakorn et al. 1983; Owabor and Ekwonu 2009; Pickens et al. 1979; 
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Szymkiewicz 1993; Valliappan and Zhao 1992; Zhao et al. 1994). Elle consiste à diviser le 

domaine en plusieurs sous-domaines finis. Les sous-domaines sont composés d'éléments 

de formes géométriques simples appelés éléments finis sur lesquels les variables inconnues 

doivent être interpolées (figure 2.7.c). Il existe de nombreux types d'éléments dont le choix 

dépend de la nature du domaine. Par exemple, un élément "ligne" sera le choix évident si le 

domaine devait représenter une région unidimensionnelle (Bear and Cheng 2010). Chaque 

élément est défini par un ensemble de nœuds et de fonctions d'interpolation géométriques. 

Les variables dépendantes du modèle mathématique, les inconnues, sont associées à des 

nœuds qui sont répartis de manière logique autour du périmètre de l'élément, et parfois à 

l'intérieur de l'élément lui-même. Le découpage du domaine permet de transformer 

l'intégration sur le domaine en une sommation de formulations intégrales élémentaires où 

l'équation est intégrée sur une maille quelconque. D’ailleurs, la MEF a l’avantage de 

pouvoir s’appliquer à des géométries quelconques et à des conditions aux limites variées 

(Yao Bi 1995). Elle offre la possibilité d’étudier des nombreuses lois de comportement 

couplées. Elle assure un bilan de masse exacte au niveau de chaque élément, une 

conservation locale de la masse. La programmation de la méthode des éléments finis est 

par contre très complexe. La MDF et la MEF sont monotones. Cette propriété évite les 

oscillations non physiques et préserve la positivité de la solution approchée. 

3. Méthode des volumes finis 

La méthode des volumes finis (MVF) est couramment utilisée pour résoudre 

numériquement les problèmes de convection-diffusion, d'écoulements incompressibles et 

d’écoulements dans les milieux poreux. La MVF a été employée par plusieurs auteurs pour 

résoudre l’équation d’advection dispersion (Farthing and Miller 2000; Sharma et al. 2011; 

Wallis 2007). Du fait de sa flexibilité et de sa mise en œuvre numérique relativement aisée, 

cette méthode représente certainement la méthode la plus utilisée dans le génie industriel. 

L’idée principale de cette méthode consiste à décomposer le domaine en plusieurs 

intervalles réguliers où non appelés volumes de contrôle et à intégrer les équations aux 

dérivées partielles sur des volumes de contrôle associés aux nœuds (figure 2.7.b). La MVF 

permet de traiter des géométries complexes avec la même facilité que la méthode des 

éléments finis. Comme la méthode des éléments finis, cette méthode permet de conserver 

l'aspect physique du problème dans la discrétisation et d’assurer un bilan de masse exact 

sur chaque élément. 
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4. Techniques du traitement du terme non linéaire 

La grande difficulté rencontrée dans la résolution des ADE non linéaires réside 

dans le traitement du terme non linéaire provenant de la dépendance non linéaire entre la 

quantité adsorbée et la concentration du soluté en phase liquide mobile. Ce terme est 

présent dans les ADE non linéaire soit sous forme d’un rapport des concentrations ou bien 

sous forme d’un produit des concentrations. Bien que de nombreux travaux aient été 

consacrés à la résolution des ADE non linéaires (Aniszewski 2005; Belfort et al. 2007; 

Ebrazi and Banihabib 2015; Yeh et al. 1993), diverses méthodes numériques fournissent 

des solutions en convertissant les équations différentielles partielles non linéaires en 

équations partielles ordinaires.   

4.1. Technique d’approximation 

Certaines études (Aniszewski 2005; Ebrazi and Banihabib 2015; Gupta and Babu 

2005; Hekmatzadeh et al. 2012; Li et al. 2011; Natarajan and Suresh Kumar 2015) ont 

choisi de résoudre l’ADE non linéaire en utilisant simplement un schéma explicite, ce qui 

signifie le calcul du terme non linéaire à l'instant précédent. On appelle cette technique la 

technique d’approximation (TA).  

4.2. Technique de linéarisation 

La technique de linéarisation (TL) a été utilisée avec succès par plusieurs auteurs 

(Belfort et al. 2007; Huang et al. 1998; Yeh et al. 1993). Elle donne des bons résultats pour 

plusieurs problèmes (Celia et al. 1990; Gaonkar et al. 2016). Elle consiste à réécrire l’ADE 

non linéaire sous forme mixte, c’est-à-dire que l’inconnue calculée à un l’instant est 

estimée en utilisant la nouvelle variable dépendante estimée au même instant. En général, 

il existe de nombreux schémas utilisés pour résoudre l'équation mixte tels que : le schéma 

de Picard, le schéma de Picard modifiée, le schéma de Newton et le schéma de Newton-

Raphson. Dans les travaux récents, les schémas les plus utilisés sont celui de Picard 

modifiée (Belfort et al. 2007) et celui de Newton-Raphson.  

Paniconi et Putti (Paniconi and Putti 1994) ont constaté que le schéma de Newton 

ne converge pas systématiquement. Ils ont utilisé la méthode de Picard modifiée pour 

améliorer l'estimation de la solution initiale utilisée par le schéma de Newton. Lehmann et 

Ackerer (Lehmann and Ackerer 1998) ont constaté que la méthode de Newton-Raphson est 
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la méthode plus robuste en termes de convergence et plus efficace en de temps de calcul 

que la méthode de Picard. 

 Schéma de Picard modifié  

Au début, ce schéma était principalement utilisé pour résoudre les équations de 

Richards qui décrivent la filtration de l’eau dans les sols non saturés  (Celia et al. 1990; 

Clement et al. 1994; Huang et al. 1998). Plus tard, il a été de plus en plus utilisé pour 

résoudre l'ADE non linéaire (Ramasomanana 2012). Grâce à ses avantages particuliers, la 

stabilité numérique et la réduction des erreurs, ce schéma a été utilisé avec un grand succès 

par plusieurs auteurs (Gaonkar et al. 2016; Paniconi et al. 1991). Il  consiste à convertir le 

terme non linéaire en une expression linéaire en utilisant un développement de Taylor du 

premier ordre. 

 Schéma de Newton-Raphson 

La méthode de Newton-Raphson a été considérée comme la méthode itérative la 

plus utilisée pour résoudre numériquement les équations différentielles non linéaires. Elle a 

été utilisée avec succès par plusieurs auteurs (Belfort 2006). Cette technique puissante 

utilise la même approximation que la méthode de Rung Kutta. Elle est basée sur la 

recherche de racines annulant les équations linéaires approximées. La convergence de cette 

méthode est très rapide si le point de départ est choisi proche de la racine.  

2.5. Conclusion 

 Le processus de modélisation doit répondre à une certaine méthodologie à 

commencer par l’identification des processus existants et surtout limitant. Cette étape 

nécessite souvent l’expérimentation dans différentes conditions opératoires pour la mise en 

évidence d’un côté, et de l’autre pour l’estimation des valeurs des paramètres y 

correspondant. Vient ensuite la mise en équation puis la résolution. Cette dernière étape est 

parfois très fastidieuse selon la complexité des équations et nécessite un choix judicieux 

des méthodes de calcul.  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre III 

Estimation du coefficient de dispersion 

hydrodynamique longitudinal pour un   écoulement 

unidirectionnel dans un milieu physiquement 

homogène 

 



Chapitre III            Estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal pour un 

écoulement unidirectionnel dans un milieu physiquement homogène 

40 
 

CHAPITRE III 

ESTIMATION DU COEFFICIENT DE DISPERSION HYDRODYNAMIQUE 

LONGITUDINAL POUR UN ECOULEMENT UNIDIRECTIONNEL DANS UN 

MILIEU PHYSIQUEMENT HOMOGENE  

 

Comme il a été annoncé à la fin du chapitre précédent, la modélisation nécessite la 

détermination expérimentale des paramètres des processus de transport et d’interaction. 

Dans l’équation d’advection-dispersion modélisant, les paramètres du transport 

macroscopique sont la vitesse moyenne de pore, vitesse de Darcy, et le(s) coefficient(s) de 

dispersion. Si la vitesse moyenne de pore peut aisément être déterminée par la mesure du 

temps de passage moyen du fluide porteur à travers le milieu poreux, la valeur du (des) 

coefficient(s) de dispersion n’est pas facile à obtenir. Son estimation dépend des 

hypothèses considérées sur les processus partiels y intervenant. De plus, sa valeur dépend 

de l'échelle d'observation du milieu (Banton and Bangoy 1997; Salandin and Fiorotto 

1998; Semra 2003). Généralement, la dispersion dans la direction longitudinale (axiale) 

est le mécanisme prépondérant et est caractérisée par un coefficient de dispersion 

longitudinal ou encore axial, 𝐷𝐿. 

Il s’agit alors dans ce chapitre d’exposer les méthodes d’estimation du coefficient 

de dispersion à une échelle représentative des colonnes de laboratoire considérées dans 

notre travail. 

3.1. Expression du flux de dispersion dans un milieu poreux 

Le coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal englobe les effets de la 

dispersion hydrodynamique et la diffusion moléculaire comme il a été précédemment 

expliqué. Il est donné par la relation suivante: 

 𝐷𝐿 = 𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓 + 𝐷𝐿𝐻𝑦𝑑                  (3.1) 

Avec:  

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓  : Coefficient de diffusion moléculaire longitudinal du soluté dans le milieu 

poreux, [𝐿2/𝑇]. 

𝐷𝐿𝐻𝑦𝑑  : Coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal, [𝐿2/𝑇]. 
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Généralement la diffusion moléculaire est dominante si la vitesse est presque nulle. 

Dans ce cas le coefficient de dispersion longitudinal global est égal au coefficient de 

diffusion moléculaire longitudinal (𝐷𝐿 = 𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓 ). Aux vitesses élevées le coefficient de 

dispersion longitudinal global est assimilé par le coefficient de dispersion hydrodynamique 

longitudinal (𝐷𝐿 = 𝐷𝐿𝐻𝑦𝑑 ).    

Le flux de diffusion moléculaire dans le milieu poreux, dans la direction z, s’écrit 

comme suit : 

 𝐹𝑧 = −𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓  
𝑑2𝐶

𝑑𝑧2
                (3.2) 

L’expression du flux dans le milieu poreux est analogue à loi de Fick représentant 

la diffusion d’un soluté dans un solvant en l’absence de solide (Fetter 2001) :  

 𝐹𝑧 = −𝐷𝑚𝑜𝑙
𝑑2𝐶

𝑑𝑧2                (3.3) 

Avec : 

𝐷𝑚𝑜𝑙  : Coefficient de diffusion moléculaire du soluté dans le solvant en absence de 

solide, [L
2
/T].  

Pour les principaux cations et anions dans l’eau, ce coefficient varie de 10
-9

 m²/s  à 

210
-9

 m²/s (Fetter 2001) et est donné par la corrélation de Wilke et Chang (Civan 2011):  

𝐷𝑚𝑜𝑙 =
7.410−8  𝑇 𝑀𝑚𝑜𝑙

0.5

 𝜇  𝑉𝑖
0.6                 (3.4)  

Avec : 

𝑇 : Température absolue, [𝐾𝑒𝑙𝑣𝑖𝑛]. 

𝑀𝑚𝑜𝑙   : Masse moléculaire du soluté, [g/mole]. 

𝜇 : Viscosité du fluide dans lequel le soluté diffuse, [𝑐𝑝]. 

𝑉𝑖  : Volume molaire partiel du soluté, [cm3/mole]. 

Le coefficient de diffusion effective (dans un milieu poreux donc) est lié au 

coefficient de diffusion moléculaire du soluté dans le solvant (le fluide porteur) par la 

relation ci-après : 
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 𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓 =
𝐷𝑚𝑜𝑙

𝜏
                 (3.5) 

Avec : 

𝜏: Tortuosité de la porosité externe. 

La tortuosité est définie comme étant le rapport entre la longueur effective du trajet 

(∆𝑙) et la longueur de l'échantillon (∆𝑧′) (Vervoort and Cattle 2003).  

 𝜏 =
∆𝑙

∆𝑧 ′
> 1                 (3.6) 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 : Tortuosité de la porosité externe aux grains. 

Depuis la fin du dix-neuvième siècle, plusieurs chercheurs ont proposé des 

corrélations empiriques reliant la tortuosité à la porosité. Parmi elle on trouve : 

Tableau 3.1 : Exemple des corrélations reliant la tortuosité à la porosité (Coutelieris and 

Delgado 2012). 

Auteurs Corrélations 

Saffman (1959) 𝜏 = 1.5 − 0.5𝜀 
 

Archie  (1942) 𝜏 = 𝜀−𝑛  
 

Ahn et al (1986) 𝜏 =  1 − 𝑙𝑛 𝜀2  
 

Dorweiler et Fahien (1959) 𝜏 = 1 − 0.41 ln(𝜀) 
 

Catchpole  et (1996) 

Scott et al (1974) 
𝜏 =

1

 𝜀
 

 

La constante 𝑛  de la corrélation Archie (1942) peut pendre les valeurs suivantes : 

 𝑛 = 1.8, 2 : Pour des matériaux consolidés (grès). 

 𝑛 = 1.3 : Pour des sables non consolidés. 

 𝑛 =
3

2
 : Pour des particules sphériques. 

A 

B 

∆𝑧′  

B 

A 

∆𝑙 
Solide 

Liquide 
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 𝑛 = 1.3,2 : Pour les sables peu ou partiellement consolidés de la côte du Golfe. 

3.2. Estimation du coefficient de dispersion à l’échelle de laboratoire  

Depuis longtemps l'estimation du coefficient de dispersion fait l’objet de 

nombreuses études expérimentales et numériques. Elle a reçu une grande importance dans 

le domaine de l’ingénierie et surtout dans le domaine scientifique.  

Initialement, ce coefficient a été évalué dans des tubes  et des canaux ouverts (Aris 

1956; Taylor 1954) puis dans des rivières (Antonopoulos et al. 2015; Ayyoubzadeh et al. 

2004; Palancar et al. 2003; Sahin 2014) et des ruisseaux naturels (Etemad-Shahidi and 

Taghipour 2012). L’évaluation de ce coefficient dans des lits fixes a été aussi étudiée par 

un nombre important de chercheurs (Foumeny et al. 1992; Kehinde et al. 1983; Maier et al. 

2003; Rastegar and Gu 2017; UJFALUDI 1986; Urban and Gomezplata 1969; WAKAO et 

al. 1975). Plusieurs techniques expérimentales et numériques ont été proposées pour 

évaluer le coefficient de dispersion (Foumeny et al. 1992; Kehinde et al. 1983; Maier et al. 

2003; MAOUI and MANSOURI 2005; UJFALUDI 1986). Parmi elles, on trouve : la 

méthode des Moments, la méthode d'analyse de Fourier, la méthode d’évaluation de la 

fonction de transfert, la méthode d'acheminement (Routing method), la méthode de 

Fischer, la méthode numérique, la méthode analytique et les corrélations empiriques.  

Les corrélations empiriques ont été développées à partir des données 

expérimentales en utilisant des paramètres mesurables tels que la vitesse moyenne et la 

hauteur (Delgado 2006; Fallico et al. 2012; Miyauchi and Kikuchi 1975; Rastegar and Gu 

2017; UJFALUDI 1986). Les chercheurs ont constaté que plusieurs paramètres peuvent 

influer sur la valeur de ce coefficient tels que : 

 les propriétés du fluide (Delgado 2006; Fallico et al. 2012; UJFALUDI 1986) 

incluant la vitesse, la densité du fluide, la température du fluide. 

 les propriétés d'adsorbant qui incluent la densité des particules, la distribution 

granulométrique. 

 les configurations géométriques qui regroupent la longueur du lit et le diamètre du 

lit (Catchpole et al. 1996; Delgado 2006; Han et al. 1985).  
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Les effets de certains paramètres, tels que le débit, le diamètre de particules, la 

porosité et la densité du fluide, sur le coefficient 𝐷𝐿  peuvent être étudiés 

expérimentalement, mais d'autres paramètres, comme la viscosité, ne peuvent pas l’être.  

 Dans cette partie d’étude, nous allons présenter en détail quelques méthodes 

utilisées pour déterminer ce coefficient dans le but de choisir celles qui sont le mieux 

adaptées à l’objectif de cette thèse. 

3.2.1. Les corrélations de la littérature 

Plusieurs chercheurs ont concentré leurs études sur l'évaluation de ce coefficient en 

utilisant soit leurs propres données ou bien des données expérimentales des travaux déjà 

réalisés. La plupart de ces études terminera ces travaux par proposer des corrélations 

empiriques comme l’étude de Coutelieris et Delgado (2012). Plusieurs études 

expérimentales ont été menées pour trouver des corrélations empiriques permettant de 

calculer le coefficient de dispersion hydrodynamique dans des milieux poreux et dans des 

lits fixes. Toutes ces corrélations ont été développées en variant la vitesse du fluide et la 

taille moyenne des grains. Généralement la plupart de ces corrélations relient le coefficient 

de dispersion à un paramètre adimensionnel tel que le nombre de Péclet ou le nombre de 

Reynolds. Dans ce travail quatorze formules ont été recensées : 

 Corrélation de Taylor (1954) 

Taylor (1954), est le premier à exprimer le coefficient de dispersion longitudinal 

dans un tube capillaire par une relation empirique. Pour des faibles valeurs de vitesse, où la 

diffusion moléculaire transversale est le phénomène dominant, Taylor a relié la dispersion 

aux trois paramètres suivants : la vitesse moyenne dans le capillaire, le rayon du capillaire 

et le coefficient de diffusion moléculaire (Bear 1972 ): 

 𝐷𝐿 =
𝑢2  𝑅′

2

48 𝐷𝑚𝑜𝑙
                     (3.7) 

Avec: 

 𝑅′  : Rayon du capillaire, [𝐿].  

Cette relation est basée sur les hypothèses suivantes: 

 Profil de vitesse parabolique. 
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 Le temps de parcours moyen dans le capillaire est court. 

 Le temps de transfert est long.  

 Le coefficient de diffusion est constant, ne varie pas avec la concentration.  

Cette relation est valable sous la condition : 

 
4𝐿′

𝑅′
≫

𝑢  𝑅′

𝐷𝑚𝑜𝑙
≫ 6.9                 (3.8) 

 Où : 

 𝐿′  : La longueur du capillaire, [L].  

 Corrélation d’Aris (1956)  

Aris (1956) a étudié la dispersion dans un tube de section circulaire pour des 

nombres de Péclet très inférieurs au rapport  4𝐿′ 𝐷𝑚𝑜𝑙  . Il a supposé que la vitesse du 

fluide diminue le long de tube et que le coefficient de dispersion longitudinal s'approchera 

du coefficient de diffusion. Aris (1956) a développé la relation du coefficient de dispersion 

en calculant la variance de la distribution normale d'un soluté autour de son centre de 

masse et a trouvé que ce coefficient était proportionnel à la somme du coefficient de 

diffusion moléculaire et de dispersion longitudinal développé par Taylor, coefficient de 

diffusion apparent :  

 𝐷𝐿 = 𝐷𝑚𝑜𝑙 +
𝑢2  𝑅′

2

48𝐷𝑚𝑜𝑙
                (3.9) 

Cette corrélation montre que la dispersion est additive à la diffusion. La constante 

de proportionnalité  
1

48
  dépend du type de distribution initiale du soluté, distribution 

constante, et du type d'écoulement. Par exemple, pour un écoulement piston cette constante 

est nulle et le coefficient de dispersion est égal au coefficient de diffusion moléculaire 

(Logan 2012).  

Aris (1965) a généralisé son expression pour un tube capillaire de section 

quelconque :  

 𝐷𝐿 = 𝐷𝑚𝑜𝑙 +
𝜅𝑢2  𝑅′

2

𝐷𝑚𝑜𝑙
               (3.10) 
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Où : 

 𝜅 : est une constante qui dépend de la géométrie de la section d'écoulement 

 (
1

48
< 𝜅 <

5

12
).  

 Corrélation de Blackwell  et al (1959)  

Les résultats expérimentaux obtenus par Blackwell et (1959) lors de l’étude de la 

dispersion d’un soluté dans des lits de sable ont les permis de développer une équation 

empirique qui relie le coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal à un nombre 

adimensionnel, le nombre de Péclet moléculaire (Logan 2012): 

𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
= 8.8 𝑃𝑒𝑚

1.17               (3.11) 

Avec: 

 𝑃𝑒𝑚  : Le nombre de Péclet moléculaire, 𝑃𝑒𝑚 =
𝑣 𝑑𝑝

𝐷𝑚𝑜𝑙
. 

 𝑣 : Vitesse interstitielle, [L/T]. 

 𝑑𝑝  : Diamètre moyen de particule, [L]. 

Cette corrélation est valable pour un nombre de Pem  supérieur à 0.5. 

 Corrélation de Saffman (1960) 

Probablement l’un des travaux les plus intéressants dans le domaine de dispersion 

est le travail de Saffman (1960). Ce travail analyse en détail la dispersion en milieu poreux 

en modélisant le milieu poreux par des tubes capillaires orientés de manière aléatoire. Pour 

des valeurs de Péclet diffusionel, 𝑃𝑒𝑚
′ , très supérieures à 1, Saffman (1960) a proposé la 

corrélation suivante (Coutelieris and Delgado 2012) :  

 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
=

𝑃𝑒𝑚
′

6
 𝑙𝑛  

3

2
𝜏𝑃𝑒𝑚

′  −
1

4
              (3.12) 

Avec: 

 𝑃𝑒𝑚
′ : Nombre de Péclet diffusionel, 𝑃𝑒𝑚

′ =
𝑣 𝑑𝑝

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
. 
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 Corrélation de Hiby (1962) 

Hiby (1962) a étudié la dispersion dans un lit de billes de verre. Il  a développé une 

corrélation empirique qui relie le coefficient de dispersion au nombre de Péclet moléculaire 

comme suit (Logan 2012): 

 
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
= 0.67 +

0.65 𝑃𝑒𝑚

1+6.7 𝑃𝑒𝑚
−1 2                   (3.13) 

Cette  corrélation est applicable pour un nombre de Péclet moléculaire variant entre 

10−2 et 10+2. 

 Corrélation de Rumer (1962) 

Rumer (1962) a étudié expérimentalement le transport unidimensionnel du NaCl, 

traceur inerte, à travers les graviers de quartz et les billes de verre. L’analyse des résultats 

expérimentaux permet à Rumer de développer une nouvelle corrélation empirique pour 

calculer le DL. L'équation générale qui relie ce coefficient à la vitesse est donnée par (Batu 

2006):  

𝐷𝐿 = 𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓 + 𝛼𝐿𝑣
𝑚                (3.14) 

Où: 

 𝑚: est un exposant, pour un milieu poreux donné m est un constant. 

 𝛼𝐿: Dispersivité intrinsèque du milieu poreux dans la direction longitudinale, [L]. 

 La dispersivité intrinsèque est considérée comme une valeur caractéristique du 

milieu, exprimée en cm si m=1, et varie en fonction de la porosité. Elle est souvent 

supposée constante à travers le milieu. Elle dépend de l’échelle d’observation : au 

laboratoire, les valeurs de dispersivité varient entre 1 et 10 cm ; sur le terrain les valeurs de 

𝛼𝐿 varient de 1 à plus de 1000m (Besnard 2003). En milieu poreux formé par des grains 

sphériques, 𝛼𝐿 est d'environ deux fois le diamètre moyen des grains (Villermaux 1993) et 

pour des valeurs de Péclet dynamique de grains égale à 0.5 elle est de l'ordre du diamètre 

des particules (Fried and Combarnous 1971). 𝛼𝐿 est obtenue en utilisant soit la méthode 

des moments, moyens numériques ou les solutions analytiques des équations ADE. 

 Corrélation de Harleman et al (1963)  

Harleman et al (1963) ont réalisé une série d'expériences sur des lits fixes contenant 

du sable et des billes de plastique pour évaluer le coefficient de dispersion longitudinal. Ils 
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ont corrélé ce coefficient au nombre de Reynolds et trouvé pour le sable les deux 

corrélations suivantes (Logan 2012):  

 
𝐷𝐿

𝜗
= 0.9 𝑅𝑒50

1.2               (3.15) 

 
𝐷𝐿

𝜗  
= 83 𝑅𝑒𝑘

1/2
               (3.16) 

Avec: 

 𝑅𝑒 
50

: Nombre de Reynolds calculé en fonction du diamètre moyen des grains, 

 𝑅𝑒 =
𝑢  𝑑50

𝜗
.  

 𝑅𝑒𝑘  : Nombre de Reynolds calculé en fonction de la perméabilité moyenne, 

 𝑅𝑒 =
𝑢  𝑘1/2

𝜗
. 

𝑘 : Perméabilité d’un milieu poreux, [L
2
]. 

 𝜗 : Viscosité cinématique du fluide, [𝐿2/𝑇]. 

Pour les billes en plastique, Harleman et al. ont développé des corrélations 

empiriques similaires à celles obtenues dans le cas du sable mais avec une différence au 

niveau des constantes. Pour la première corrélation la constante 0.9 sera remplacée par 

0.66 et pour la deuxième constante on utilise 54 à la place de 83 (Logan 2012). 

 Corrélation de Pfannkuch (1963) 

Selon la valeur du Péclet moléculaire, selon le régime d’écoulement et pour un 

milieu poreux non consolidé, Pfannkuch (1963) a proposé les trois corrélations suivantes 

(Hayot 1992): 

1. Diffusion moléculaire pure,  𝑃𝑒𝑚 < 6: 
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
= 0.67     

2. Dispersion mécanique prédominante,  6 <  𝑃𝑒𝑚 < 260 :  

𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
= 0.67 + 𝑂. 5  𝑃𝑒𝑚 

1.2    

3. Dispersion mécanique pure,  𝑃𝑒𝑚 > 260 : 
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
= 1.8 𝑃𝑒𝑚 . 
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 Corrélation de Coats et Smith (1964) 

Coats et Smith (1964) ont étudié la dispersion dans un milieu poreux non consolidé. 

Ils ont développé la corrélation suivante (Hayot 1992): 

𝐷𝐿 = 1.75 𝑣𝑑𝑝                 (3.17) 

L’intervalle d’applicabilité de cette corrélation est de :  2 <  𝑃𝑒𝑚 < 50. 

 Corrélation de Bear (1972) 

Les travaux de Pfannkuch (1963), Coats et Smith (1964) ont montré que le 

coefficient de dispersion hydrodynamique n’est pas constant et varie linéairement avec la 

vitesse d’écoulement et la dispersivité. Cette linéarité a été justifiée par l'hypothèse que la 

vitesse des pores n'influe pas sur la géométrie de l'eau qui remplie les pores. D’après ces 

études Bear (1972) a proposé la corrélation suivante: 

 𝐷𝐿 = 𝑣𝛼𝐿               (3.18) 

 Corrélation de Koch et Brady (1985)  

Koch et Brady (1985) ont montré que le rapport  
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
  dépend seulement du 

produit de deux grandeurs adimensionnelles qui sont le nombre de Reynolds, 𝑅𝑒, et le 

nombre de Schmidt, 𝑆𝑐 . Ils ont dérivé une relation analytique pour le coefficient de 

dispersion longitudinal pour des valeurs de Péclet diffusionel, 𝑃𝑒𝑚
′ , très supérieures à un 

(Coutelieris and Delgado 2012):  

 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
= 1 +

3

4

𝑃𝑒𝑚
′

2
+

𝜋2

6
 1 − 𝜀 

𝑃𝑒𝑚
′

2
𝑙𝑛  

𝑃𝑒𝑚
′

2
            (3.19) 

 Corrélation de Fetter (1990)  

Fetter (1990) a utilisé les données expérimentales de Carberry et Bretton (1958), 

Raimondi et al (1959), Blackwell et al (1959) et Rosenberg (1956) pour développer une 

nouvelle expression du coefficient de dispersion longitudinal. Il a trouvé la corrélation 

suivante (Coutelieris and Delgado 2012):  

𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
= 1 + 1.75 𝑃𝑒𝑚

′               (3.20) 

Cette corrélation est valable pour : 𝑃𝑒𝑚
′ < 50𝜏  
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 Corrélations de Sahimi et Marsily (1995)  

Selon le type de régime d’écoulement, Sahimi et Marsily (1995) ont proposé les 

trois corrélations suivantes (Coutelieris and Delgado 2012): 

1. Diffusion moléculaire pure, Pem < 0.3: 
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
=

1

𝜏
  

2. La dispersion mécanique prédominante, 5 < 𝑃𝑒m < 300 : 
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
=

1

𝜏
+ 0.5 𝑃𝑒𝑚

1.2 

3. Dispersion mécanique pure,   300 < 𝑃𝑒m < 105  :  
𝐷𝐿

𝐷𝑚𝑜𝑙
=

1

𝜏
+  1.8 ± 0.4 Pem . 

Dans cette gamme de variation de Pem  l’effet de la diffusion moléculaire est 

négligeable. 

 Corrélations de Coutelieris et Delgado (2012) 

Dans le cas d’un écoulement d’un fluide dans un milieu poreux, Coutelieris et Delgado 

(2012) ont proposé les corrélations suivantes (Coutelieris and Delgado 2012): 

1. Régime de diffusion (Pem < 0.1): 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
= 1. 

2. Régime de diffusion prédominant (0.1 < Pem < 4): 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
=

𝑃𝑒𝑚
′

0.8 𝑃𝑒𝑚
′ +0.4

 . 

3. Dispersion mécanique prédominante ( 4 < Pem  et Re < 10)  : 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
=

𝑃𝑒𝑚
′

 18 𝑃𝑒𝑚
−1.2+2.35 𝑆𝑐−0.38

, 𝑅𝑒 =  
𝜌𝑢 𝑑𝑝

𝜇
,  𝑆𝑐 =  

  𝜇  

𝜌  𝐷𝑚𝑜𝑙
. 

Où : 

 𝜌 : Masse volumique du fluide, [M/L
3
]. 

 𝜇 : Viscosité dynamique du fluide, [𝑀/𝐿 𝑇]. 

4. Dispersion mécanique pure (Pem < 106  et Re > 10): 
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
=

𝑃𝑒𝑚
′

 25 𝑆𝑐1.14 𝑃𝑒𝑚
′ +05

  

5. Dispersion hors du domaine de Darcy (Pem > 106) :
𝐷𝐿

𝐷𝐿𝐷𝑖𝑓
=

𝑃𝑒𝑚
′

2
  

Remarque :  

Toutes ces équations empiriques doivent être utilisées avec prudence et dans les 

mêmes conditions que celles pour lesquelles elles ont été développées. Les plus utilisées 
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parmi sont la corrélation proposée par Bear (1972) et la corrélation de Koch et Brady 

(1985)  (Coutelieris and Delgado 2012).  

3.2.2. Méthode graphique basée sur les données expérimentales  

Cette méthode a été considérée comme la meilleure méthode utilisée pour évaluer 

DL car elle donne des valeurs de DL qui reflètent le vrai comportement d’un polluant dans 

les milieux poreux.  

Le paramètre 𝐷𝐿  peut être mesuré en utilisant le profil de concentration 

expérimental qui décrit le déplacement d’un soluté du point d'entrée jusqu'au point de 

mesure de concentration à un temps fixe et pour une injection échelon. En se basant sur la 

solution analytique de l’équation de transport, la solution est une fonction de distribution 

normale caractérisée par une moyenne et un écart type (Sahimi 2011). En utilisant les 

expressions de ces deux grandeurs, Fried et Combarnous (1971) ont trouvé que la zone de 

transition, 𝑤 = 2𝜍 = 2 2𝐷𝐿𝑡 = 𝑧0.16 − 𝑧0.84 , située entre les points d’injection et 

d’observation, est définie comme la différence entre la valeur de z à 
𝐶

𝐶0
= 0.16  et à 

𝐶

𝐶0
= 0.84 (figure 3.2):  

𝐷𝐿 =
 𝑧0.16−𝑧0.84 

2

8𝑡
        (3.21) 

Avec :  

 𝑧0.16  et 𝑧0.84  : Les distances nécessaires pour laquelle la concentration réduite atteint 

les valeurs 0.16 et 0.84. 
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Figure 3.2: Détermination de 𝐷𝐿 à partir du profil de concentration.  

Dans certain cas il est facile de fixer z, par exemple l’extrémité du milieu, et de 

mesurer la concentration en fonction du temps. En se basant sur cette  représentation 

(figure 3.3), sur la solution analytique et sur la définition de la fonction d’erreur 

complémentaire, l’expression du coefficient de dispersion longitudinal est donnée en 

fonction de la vitesse moyenne :   

 𝐷𝐿 =
1

8
 
𝑧−𝑢𝑡0.16

 𝑡0.16
−

𝑧−𝑢𝑡0.84

 𝑡0.84
 

2

             (3.22) 

Avec :  

 𝑡0.16  et 𝑡0.84  : Les temps nécessaires pour laquelle la concentration réduite atteint les 

valeurs 0.16 et 0.84. 

 

 

 

 

 

Figure 3.3 : Détermination de 𝐷𝐿 à partir du front de concentration.  
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Si la distance entre les points d’injection et d’observation, 𝑡0.16  et 𝑡0.84  , est très 

petite par rapport à la zone de transition, la relation (3.22) peut être remplacée par 

l’équation suivante :  

 𝐷𝐿 =
𝑢2

8 𝑡0.5
 𝑡0.84 − 𝑡0.16 

2             (3.23) 

Avec :  

 𝑡0.5 : Le temps nécessaire pour lequel la concentration réduite atteint la valeur 0.5.   

Brigham et al (1961) ont développé une méthode pratique pour estimer 𝐷𝐿  en 

mesurant les compositions du fluide à l’extrémité de la colonne. En traçant dans un papier 

de probabilité arithmétique la variation de 𝜆𝑝 ,  𝜆𝑝 =  𝑉 𝑉𝑐 − 1 / 𝑉 𝑉𝑐  , en fonction du 

pourcentage de soluté (figure 3.4) et en utilisant la relation de Brigham et al (1961), 

équation (3.24), on obtient la valeur de 𝐷𝐿 (Sahimi 2011). 

 𝐷𝐿 = 𝑉𝐿  
𝜆𝑝 90

−𝜆𝑝 10

3.625
 

2

              (3.24) 

Avec : 

𝑉 : Volume du soluté injecté dans le milieu poreux, [L
3
]. 

𝑉𝑐  : Volume de la colonne, [L
3
]. 

𝜆𝑝10
 et 𝜆𝑝90

 : Les valeurs de 𝜆𝑝  lorsque le solvant contient 10% et 90% de fluide de 

déplacement.  

Dans ce cas où la zone transition est définie comme la région entre les positions 

axiales de z à laquelle C/C0=0.1 et 0.9. La figure suivante donne une représentation 

schématique de la méthode. 
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 Figure 3.4 : Exemple de calcul de DL à partir de la méthode de Brigham et al (1961) 

(Sahimi 2011). 

3.2.3. Méthode analytique 

Ogata et Banks (1961) ont montré que pour des valeurs de Péclet moléculaire 

supérieures à 100, l’advection est le phénomène dominant et le deuxième terme de 

l’équation (2.26) est négligeable devant le premier terme avec à une erreur inférieure à 5%. 

L’équation (2.26) s’écrit sous la forme :    

 
C(z,t)

C0
=  

1

2
erfc  

z−ut

 4𝐷𝐿t
                (3.25) 

Cette dernière équation a été largement utilisée pour évaluer le coefficient de 

dispersion longitudinal. A l’extrémité de colonne (à z=L) et pour différents temps, le 

coefficient 𝐷𝐿 peut être calculé selon l’expression :    

 𝐷𝐿 =
1

4t
 

 L−ut  

𝑖𝑛erfc  
2C (L,t)

C0
 
 

2

              (3.26) 

Où :   

𝑖𝑛erfc : L’inverse de la fonction d’erreur complémentaire. 

3.3. Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons présenté l’ensemble des méthodes proposées pour 

évaluer le coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal à l’échelle de laboratoire. 

Ces méthodes seront par la suite testées dans le troisième chapitre pour évaluer les 

Pourcentage du soluté 
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coefficients de dispersion longitudinaux du chlorure de potassium et du phénol dans le 

charbon actif. Ceci a été réalisé en utilisant les percées expérimentales de Benmahdi (2019) 

qui a étudié la dispersion de ces deux solutés sur différents milieux poreux, homogène et 

hétérogène. 
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  CHAPITRE IV 

CONCEPNTUALISATION, METHODOLOGIE ET OUTILS DE CALCUL 

 

Rappelons que l’objectif du présent travail est de revoir la modélisation de 

l’adsorption en colonne de laboratoire pour des milieux physiquement homogènes mais 

présentant une certaine distribution spatiale des propriétés chimiques. La démarche 

consiste en l’introduction de la distribution de l’hétérogénéité chimique dans l’équation 

d’advection-dispersion et l’étude elle-même consiste à en étudier les conséquences sur la 

dispersion globale de l’adsorbat dans le milieu poreux. Les résultats seront discutés dans 

l’objectif de répondre à la question centrale posée tout au début du manuscrit : « Est-ce 

que l’introduction de la distribution de l’hétérogénéité chimique dans l’équation 

d’advection-dispersion suffit à elle seule pour représenter l’étalement accru des courbes 

de percée de l’adsorbat ? Si non, quelle serait la valeur adéquate du coefficient de 

dispersion correspondant à l’adsorbat ? ». 

Pour ce faire, et en respectant la démarche globale donnée à la fin du premier 

chapitre, il convient d’abord d’estimer les paramètres de transport et d’interaction à 

partir des expériences et de s’assurer de l’efficacité des outils de calcul. Par conséquent, 

on présente dans ce chapitre la conceptualisation détaillé du problème et la méthodologie 

détaillée de l’étape d’évaluation des outils et méthodes. 

4.1. Conceptualisation du problème et hypothèses 

 On rappelle l’équation d’advection-dispersion décrivant l’adsorption en lit fixe 

(voir la partie (2.2)) : 

 u
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z
+

∂C(𝑧 ,𝑡)

∂t
+

1−휀

휀

𝜕𝐶𝑝 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= DL

∂2C(𝑧,𝑡)

∂z2              (4.1) 

 Les processus microscopiques sont inclus dans le terme 
1−휀

휀

𝜕𝐶𝑃 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
 qui souvent 

nécessite une seconde équation différentielle à l’échelle du VER hydrodynamique. Ce 

dernier, rappelons-le, est imposé par l’hydrodynamique, particulièrement par la dispersion 

hydrodynamique. Il est donc directement lié au coefficient de dispersion hydrodynamique 

longitudinal (axial). Sa valeur est déterminée par le transport d’un traceur de l’eau. 
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 Pour représenter les effets de l’hétérogénéité chimique, il faut savoir que la 

variabilité des propriétés chimiques du milieu peut exister sur plusieurs niveaux. En effet, 

les propriétés chimiques, c'est-à-dire les sites actifs d'adsorption, présentent généralement 

une variabilité spatiale sur le même agrégat (ou encore le même grain), ou d'un agrégat à 

l'autre (ou encore d’un grain à un autre) (Appert-Collin et al. 1999; Benmahdi 2019; 

Benmahdi et al. 2020; Semra 2003). Cela rend le milieu plus ou moins hétérogène selon la 

distribution spatiale de l'activité. Cependant, la plupart des milieux adsorbants composés 

de grains ou d'agrégats similaires sont considérés homogènes, malgré une distribution de 

sites actifs sur le même grain tel le cas cité par Appert-Collin et al. (1999). On admet 

effectivement que les adsorbants sont chimiquement homogènes tant que la taille des 

grains reste beaucoup plus petite que celle du volume élémentaire représentatif du transport 

macroscopique. Dans le cas où la distribution des sites actifs n’est pas la même d’un grain 

à un autre, voire différente d’un VER hydrodynamique à un autre ou au sein même d’un 

VER hydrodynamique, le milieu est donc chimiquement hétérogène car le VER 

hydrodynamique n’est plus le lieu d’une valeur moyenne constante de l’activité du solide.  

A l’instar de l’hétérogénéité physique, l’hétérogénéité chimique est représentée par 

une distribution spatiale de l’activité du milieu (des sites actifs). Cette distribution peut être 

continue ou discontinue, longitudinale ou transversale et longitudinale. Elle est cependant 

souvent considérée dans le sens de l’écoulement principal. On l’introduit dans l’équation 

de transport en multipliant le terme de l’accumulation en phase stationnaire à chaque 

position par la probabilité de rencontrer un site actif à cette position. L’équation s’écrit 

donc : 

 u
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z
+

∂C(𝑧 ,𝑡)

∂t
+ Φ 𝑧 

1−휀

휀

𝜕𝐶𝑝 (𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡
= D𝐿

∂2C(𝑧 ,𝑡)

∂z2
             (4.2) 

Où :  

 Φ 𝑧  : La probabilité de rencontrer un site actif à la position z. 

4.1.1. Modélisation de l’hétérogénéité 

La littérature traitant de l'hétérogénéité chimique seule reste rare (l'étude d’Attinger 

et al. (1999); l’étude de Benmahdi (2019) ; l'étude de Bolster and Dentz (2012) ; l'étude de 

Bosma and van der Zee (1993) ; l'étude d'Espinoza et Valocchi (1997) ; l'étude de Metzger 
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et al. (1996) ; l'étude de Semra et al. (2008); l'étude de Zavala-Sanchez et al. (2007)). Elle 

concerne essentiellement la modélisation et seules quelques études comparent les résultats 

de la modélisation aux données expérimentales. Dans notre étude, il est alors question de 

compléter une étude expérimentale par un travail de modélisation dans le but d’estimer la 

dispersion d’un adsorbat en présence de l’hétérogénéité chimique. 

L’étude expérimentale en question, menée par Benmahdi (2019), avait pour objectif 

de mettre en évidence une relation directe, et pouvant être isolée des autres effets, entre 

l’augmentation de la dimension représentant l’hétérogénéité chimique et l’augmentation de 

la dispersion globale (apparente) de l’adsorbat, traduite par l’augmentation de l’étalement 

de la courbe de percée. L’hétérogénéité chimique a consisté en une distribution artificielle 

et maitrisée. Des colonnes de milieu hétérogènes ont été préparées en mélangeant deux 

types de grains de charbon actif granulaire, actif et non actif. Les grains actifs adsorbent le 

phénol par contre les grains non actifs ne l’adsorbent pas. Les  propriétés  physiques de ces 

grains sont similaires mais leur activité chimique est différente. Les grains non actifs ont 

été préparés en par saturation antérieure de phénol (non désorbable dans les conditions 

d’étude). L’hétérogénéité est alors obtenue en alternant des couches de grains actifs et des 

couches de grains non actifs (figure 4.1). Les couches des grains actifs sont appelées 

actives et les autres non actives. Les couches sont réparties de manière uniforme et 

transversale dans toute la colonne comme il est proposé par Espinoza and Valocchi (1997), 

Besnard (2003) et Semra (2003). Cette alternance des couches crée une distribution 

discontinue des sites actifs dans le milieu poreux à l’échelle de la colonne.  

 

 

 

Figure 4.1 : Milieu hétérogène reparti en zone active et zone non active. 

Avec : 

𝑙1 : Epaisseur de la couche active, [L].   

Couche active (𝑙1) Couche non active  (𝑙2) 

Z 
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𝑙2 : Epaisseur de la couche non active, [L].  

L’hétérogénéité chimique du milieu Φ 𝑧  est une distribution de Bernoulli qui 

dépend de la position (Espinoza and Valocchi 1997). La distribution définit la probabilité 

de trouver un grain actif dans la direction de l’écoulement. Cette fonction ne prend que 

l'une des deux valeurs suivantes :   

Φ 𝑧 = 1  avec une probabilité γ.  

Φ 𝑧 = 0  avec une probabilité (1 − γ). 

Selon cette distribution la valeur moyenne de la distribution de probabilité γ est 

donnée par la relation suivante: 

 γ =
𝑙1

𝑙1+𝑙2
                                 (4.3) 

En fait, γ représente également le rapport massique moyen des grains actifs à la 

masse moyenne totale, en d'autres termes, pour le milieu, la capacité moyenne 

d'adsorption. Pour le même γ, c'est-à-dire à même capacité moyenne, plus les couches sont 

fines, plus elles sont nombreuses et proches les unes des autres et, donc, moins le milieu 

est hétérogène. Au contraire, plus les couches actives sont épaisses, moins elles sont 

nombreuses et éloignées les unes des autres, et plus le milieu est hétérogène. Par 

conséquent, on peut considérer l'épaisseur relative de la couche active par rapport à la 

longueur de la colonne comme le paramètre quantificatif de l'hétérogénéité, 𝑙1/ L. De plus, 

pour la même épaisseur de couche active, le nombre de couches actives augmente avec 

l'augmentation de γ. En fait, les couches sont plus nombreuses et plus proches les unes des 

autres pour des valeurs plus élevées de proportion moyenne de grains actifs que pour des 

valeurs plus faibles. Semra et al. (2008) ont indiqué que le nombre de zones actives 

contribue à l'hétérogénéité. Moins les zones actives sont nombreuses, plus le milieu est 

hétérogène et inversement. Cela signifie que 1 /γ quantifie également l'hétérogénéité en 

plus du rôle de γ dans l'évaluation de la capacité moyenne.  

4.1.2. Equation d’advection-dispersion hétérogène 

L’adsorption du phénol sur les zones actives a été étudiée en milieu homogène. Elle 

est modélisée par une loi d’équilibre de Langmuir (Benmahdi 2019) : 
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 𝑆(𝑧, 𝑡) =  
𝑆𝑚𝑎𝑥  𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)
                                                                                  (4.4) 

 De plus, les expériences ont été réalisées dans les conditions de l’équilibre local, 

c’est-à-dire, que les processus de transfert de matières entre phases fluides sont 

négligeables. La concentration en phase stationnaire est alors proportionnelle à la 

concentration en phase solide proprement dite telle que : 

 𝐶𝑝(𝑧, 𝑡) = 𝜌 
𝑆𝑚𝑎𝑥  𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)
                (4.5) 

On remplace l’équation (4.5) dans l’équation (4.2)  on obtient : 

 u
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z
+

∂C(𝑧 ,𝑡)

∂t
+ Φ 𝑧 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥   

1−휀

휀
 𝐾𝑙

𝜕

𝜕𝑡
 

 𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)
 = DL

∂2C(𝑧,𝑡)

∂z2
              (4.6) 

Le terme Φ 𝑧  présenté dans cette dernière équation indique que la capacité 

d’adsorption n’est pas la même en tout point du milieu. Bien que la distribution Φ 𝑧  soit 

une distribution de probabilité, l’équation reste néanmoins déterministe, puisque la 

distribution est contrôlée, c’est-à-dire connue.  

La résolution numérique de l’équation (4.6) est plus complexe que celle d’une 

équation non linéaire de la forme (2.8) dans le milieu homogène. En effet, en plus de la 

difficulté liée à la non linéarité engendrée par la nature de la loi d’équilibre d’adsorption, 

l’introduction de la distribution entraîne une difficulté supplémentaire.  

4.2. Estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique  

La résolution de l’équation (4.6) nécessite la connaissance des paramètres de 

l’équilibre d’adsorption, des paramètres du transport et de la distribution de l’activité 

chimique du milieu en fonction de la position. Les paramètres de l’équilibre d’adsorption 

ont été déterminés expérimentalement (Benmahdi 2019), la distribution de l’activité est 

directement liée aux épaisseurs respectives des couches actives (voir la partie 4.1).  

 Le coefficient de dispersion longitudinal dans l’équation (4.6) est initialement 

considéré égal au coefficient de dispersion hydrodynamique. Il constitue malgré cela un 

paramètre pas facile à mesurer ni à calculer directement. D’après le chapitre 3, plusieurs 

méthodes empiriques permettent de le calculer mais dans des conditions bien précises et 
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pas toujours faciles à vérifier. Ainsi, son estimation, indispensable à la résolution de 

l’équation (4.6), constitue une étape importante de calcul.  

 Dans le travail de l’estimation de DL, trois méthodes ont été comparées : la 

première étant la méthode graphique à partir des courbes expérimentales du transport du 

traceur inerte, le KCl ; la deuxième, basée sur l’application de quelques corrélations 

empiriques ; et enfin, la troisième, numérique, basée sur l’optimisation par la méthode des 

moindres carrés. 

4.2.1. Solution analytique de transport de l’eau 

 Afin de s’assurer de l’adéquation du coefficient de dispersion hydrodynamique, 

l’on considère l’équation d’advection-dispersion pour un traceur de l’eau que l’on résout 

analytiquement (équation (2.1)). 

Pour les conditions initiales et aux limites suivantes, la solution analytique de 

l’équation (2.1) est celle donnée par l’équation (2.26) : 

𝐶 𝑧 , 0 = 0      z ≥ 0

C 0, t = C0      t > 0 
∂C  L,t 

∂z
= 0      t > 0

                 (4.7) 

Pour calculer les concentrations à chaque position et à chaque temps, Ogata et 

Banks (1961) ont défini une nouvelle fonction qui est la fonction EXF(Ai , Di) . Cette 

fonction est égale au produit de deux fonctions : la fonction exponentielle exp(Ai) et la 

fonction d’erreur complémentaire erfc(Di) : 

 EXF(Ai  , Di)  =  exp(Ai) erfc(Di)              (4.8) 

L’équation (2.26) devient donc : 

 C z, t =
1

2 
(EXF A1, D1 + EXF A2, D2 )             (4.9) 

Selon les valeurs de Ai et Di, plusieurs conditions ont été testées afin de calculer les 

valeurs exactes de EXF Ai  , Di  (Ogata and Banks 1961): 

1. Première condition :  0 < Di < 3 

 EXF Ai , Di = exp(Ai − Di
2)(a1τ + a2τ2 + a3τ3 +  a4τ4 + a5τ5)        (4.10) 
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Avec: 

 τ =
1

1+0.3275911 D i
  

 𝑎1 = 0.2548296, 𝑎2 = −0.2844967,  𝑎3 = 1.421414,  𝑎4 = −1.453152,          

 𝑎5 = 1.061405, 𝑎4 = −1.453152, 𝑎5 = 1.061405. 

2. Deuxième condition : Di > 3 

EXF Ai , Di =
1

 π
exp Ai − Di

2 /(Di + 0.5/(Di + 1/(Di + 1.5/(Di + 2.5/(Di + 1))))))               

(4.11) 

3. Troisième condition : Di < 0 

 EXF Ai , Di = 2 exp Ai − EXF(Ai , −Di)           (4.12) 

4. Quatrième condition :  |Ai  |   >  170 𝑒𝑡 Di ≤ 0 

 EXF Ai , Di = 0              (4.13) 

5. Cinquième condition :  |Ai − 𝑫𝒊
𝟐| >  170     𝒆𝒕   Di > 0 

 EXF Ai , Di = 0                         (4.14) 

Selon ces conditions le programme de résolution analytique suit l’organigramme 

présenté dans l’annexe A.  

4.2.2. Estimation du DL par la méthode graphique basée sur des mesures de la 

concentration 

A l’extrémité de la colonne, le coefficient de dispersion hydrodynamique s’écrit 

sous la forme suivante :   

 𝐷𝐿 =
1

8
 

𝐿−𝑢𝑡0.16

 𝑡0.16
−

𝐿−𝑢𝑡0.84

 𝑡0.84
 

2

             (4.15) 

4.2.3. Estimation du DL par les corrélations empiriques   

Les différentes expressions empiriques décrivant le coefficient de dispersion 

hydrodynamique ont été présentées à la partie (3.2.1). Cette recherche bibliographique 

nous a permis de sélectionner les corrélations de 𝐷𝐿 les plus pertinentes et les plus adaptées 

à notre étude. Le choix des corrélations est essentiellement basé sur le domaine 
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d’application. Les relations choisies sont données au tableau suivant ainsi que leurs 

conditions d'utilisations. 

Tableau 4.1: Equations empiriques utilisées pour estimer le coefficient de dispersion 

hydrodynamique. 

Auteurs Correlation Condition 

Blackweel et al (1959) 𝐷𝐿  =  8.8 𝐷𝑚𝑜𝑙 𝑃𝑒𝑚
1.17 𝑃𝑒𝑚  >  0.5 

Pfannkuch (1963) 𝐷𝐿 = 1.8 𝐷𝑚𝑜𝑙 𝑃𝑒𝑚  𝑃𝑒𝑚  >  260 

Bear (1972) 𝐷𝐿  =  𝑣𝛼𝐿 No condition 

 

4.2.4. Optimisation du DL par la méthode des moindres carrés  

Parmi les méthodes d'optimisation les plus utilisées pour l’estimation des 

paramètres d'un système, on trouve la méthode des moindres carrés. C’est une méthode 

itérative qui consiste à minimiser la différence entre les valeurs calculées et les valeurs 

observées jusqu'à ce que cette différence soit égale ou inférieure à une certaine valeur, la 

précision désirée. Cette différence est connue sous le nom de fonction objectif. Elle est 

calculée à chaque itération. Utilisant cette méthode, le coefficient de dispersion 

hydrodynamique est optimisé en simulant les courbes de percée expérimentales obtenues 

par Benmahdi (2019) pour le traceur inerte par la solution analytique, équation (2.26). La 

procédure suivie afin de prédire ce paramètre est la suivante: 

 Initialiser la valeur de 𝐷𝐿. 

 Calcul des concentrations à la sortie de colonne, 𝐶(𝐿, 𝑡), en utilisant l’équation 

(2.26).  

 Calcul des fonctions objectifs, 𝑓 𝐿, 𝑡 = 𝐶(𝐿, 𝑡) − 𝐶𝐸𝑥𝑝 (𝐿, 𝑡)), où 𝐶𝐸𝑥𝑝 (𝐿, 𝑡) sont 

les concentrations expérimentales mesurées à la sortie de colonne. 

 Calcul de l'erreur, 𝑒 =
𝑆

𝑁𝐸𝑥𝑝
=

  𝐶−𝐶𝐸𝑥𝑝  
2𝑁

𝑖

𝑁𝐸𝑥𝑝
, où S est la somme quadratique et 𝑁𝐸𝑥𝑝  

est le nombre de points expérimentaux. 

 Test de l'erreur : si e≤  𝜑  alors conservation de la valeur de 𝐷𝐿  optimisé. sinon 

répétition des étapes précédentes par l’introduction de nouvelle(s) valeur(s) de DL 

jusqu’à vérification de e≤ 𝜑 (𝜑: une valeur infinitésimale).  
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4.2.5. Critère de Performance (DR) 

La performance des méthodes expérimentale et empirique sera évaluée par rapport 

à celle de la méthode d'optimisation grâce au rapport de divergence qui mesure l'erreur 

relative et qui est défini comme suit (White et al. 1973) : 

 𝐷𝑅 = 𝑙𝑜𝑔
𝐷𝐿𝑝

𝐷𝐿
𝑃′

               (4.16) 

Avec : 

 𝐷𝑅: Rapport de divergence. 

 𝐷𝐿𝑝
 : Coefficient de dispersion estimé par la méthode expérimentale ou bien par les 

corrélations empiriques, [L
2
/T]. 

𝐷𝐿
𝑃′ : Coefficient de dispersion estimé par la méthode des moindres carrés, [L

2
/T].  

La mesure de la performance consiste à comparer les valeurs calculées de 𝐷𝑅 à 

zéros. 

4.3. Choix des méthodes de résolution 

4.3.1. Choix de la méthode de discrétisation 

Cette étude qui consiste essentiellement en l’optimisation du coefficient de 

dispersion axial d’un adsorbat dans le cas de milieux chimiquement hétérogènes repose en 

grande partie sur le choix adéquat des méthodes de discrétisation et de résolution 

numérique de l’équation (4.6). En effet, le fait de devoir comparer des résultats de 

simulation (donc de la résolution numérique de l’équation issue de la modélisation) à des 

résultats expérimentaux nous a fait faire face à de faits inattendus et, à notre connaissance, 

non rapportés par la littérature des méthodes numériques de résolution des équations 

différentielles non linéaires.  

 Comme nous l'avons présenté dans le chapitre un, il existe une infinité des 

méthodes de discrétisation des équations d'advection -dispersion et chacune possède un 

certain nombre d’avantages et d’inconvénients. Cependant, seules trois méthodes seront 

évaluées, celles qui sont les plus couramment utilisées : la  méthode des différences finies, 

la méthode des éléments finis et la méthode des volumes finis. Ces trois méthodes 
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numériques consistent à transformer les problèmes continus en problèmes discrets, et ce en 

deux étapes : la discrétisation du domaine et la discrétisation de l’équation. 

1. Résolution par la méthode des différences finies 

 L’approche la plus simple et la plus utilisée pour discrétiser l’équation d’advection 

dispersion, équation (2.1), est l’approche de différences finies. Cette approche est basée sur 

les étapes suivantes: 

 Discrétisation du domaine 

 Discrétisation suivant la position : Le domaine d’étude (le milieu) est discrétisé 

comme suit : 

 

 

 

Figure 4.2 : Domaine discrétisé selon la méthode des différences finies. 

Avec : 𝑖 : L’indice de l’espace, ∆𝑧 : Le pas de l’espace, ∆𝑍 =
𝐿

𝐼𝐿−1
 et 𝐼𝐿 : Le nombre total 

de points suivant la position.  

 Discrétisation suivant le temps : 

  

 

 

Figure 4.3 : Temps discrétisé selon la méthode des différences finies. 

Avec : 𝑗 : L’indice du temps, ∆𝑡 : Le pas du temps,  ∆𝑡 =
𝑡∗

𝑗𝑡 −1
,  𝑗𝑡 : Le nombre total des 

points suivant le temps et 𝑡∗: Le temps nécessaire pour atteindre la condition de saturation 

du milieu poreux.   

 

 

     

∆𝑧 

i=2 

0 L 

i=1 i i+1 i-1 IL 

𝑡∗

0 

∆𝑡 

0 𝐶 (𝑧, 𝑡) 𝐶(𝑧, 𝑡 + 𝛥𝑡) 

j=1 j=2 j j+1 j-1 jt 



Chapitre IV                      Conceptualisation, méthodologie et outils de calcul 

66 
 

 Discrétisation de l’équation différentielle et résolution 

Le schéma centré est le schéma le plus couramment utilisé pour résoudre ce type 

d'équation. Dans ce cas, les termes de l’équation (2.1)  sont remplacés par les équations 

suivantes : 

   𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)  

𝜕𝑡
=

𝐶𝑖
𝑗+1

−𝐶𝑖
𝑗

∆𝑡
              (4.17) 

𝜕²𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧²
=  

𝐶𝑖+1
𝑗 +1

−2𝐶𝑖
𝑗+1

+𝐶𝑖−1
𝑗 +1

∆𝑧²
             (4.18) 

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧
=

𝐶𝑖+1
𝑗+1

− 𝐶𝑖−1
𝑗+1

2 ∆𝑧
              (4.19) 

 On remplace les équations (4.17), (4.18) et (4.19) dans l’équation (2.1) on obtient : 

  1 + 2
𝐷𝐿∆𝑡  

∆𝑧2  Ci
j+1

=  
 𝐷𝐿∆𝑡  

∆𝑧2 −
𝑢∆𝑡

2 ∆z
 Ci+1

j+1
+  

  𝐷𝐿∆𝑡

∆𝑧2 +
 𝑢∆𝑡

2 ∆z
 Ci−1

j+1
+ Ci

j
       (4.20) 

On peut récrire cette dernière équation sous la forme : 

 𝑎𝑖 𝐶𝑖
𝑗 +1

= 𝑏𝑖  𝐶𝑖+1
𝑗 +1

+ 𝑑𝑖𝐶𝑖−1
𝑗 +1

+ 𝑒𝑖             (4.21) 

Plusieurs méthodes sont proposées pour résoudre ce type d'équation, systèmes 

linéaires, parmi lesquelles on trouve les méthodes directes basées sur la décomposition LU, 

et les méthodes indirectes comme la méthode de Gauss-Seidel et l’algorithme de Thomas. 

Dans ce cas on a choisi l’algorithme de Thomas qui est un algorithme très efficace. Cet 

algorithme est basé sur la relation de récurrence suivante  (Patankar 2018)  :  

𝐶𝑖
𝑗 +1

= Pi  𝐶𝑖+1
𝑗 +1

+ Qi                (4.22) 

Où : 

Pi  =
b i

 ai  − di   Pi−1  
              (4.23) 

 Qi =
di    Q i−1+ei

ai  −di  Pi−1
              (4.24)  

Les étapes de calculs des concentrations selon cet algorithme sont les suivantes : 

 Calcul au temps 𝑡 = 0 + 𝛥𝑡 : 
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o  Les constantes : ai, bᵢ, dᵢ, eᵢ. 

o  Les 𝑃1  et 𝑄1  selon les relations suivantes : 𝑃1 =
𝑏₁

𝑎₁
 et 𝑄1 =

𝑒1

𝑎1
. 

o Les 𝑃𝑖  et 𝑄𝑖   selon les relations (4.23) et (4.24). 

o Les concentrations 𝐶𝑖  selon la relation (4.22).  

 Calcul des concentrations au temps 𝑡 =  𝑡 +  𝛥𝑡 en répétant les mêmes étapes citées 

précédemment. 

a)  Discrétisation des conditions initiales et des conditions aux limites  

 Condition initiale : 

            𝑗 = 1       𝐶(𝑖, 1)  = 0   2 < 𝑖 < 𝐼𝐿                       (4.25) 

 Condition aux limites : 

            
𝑖 = 1,                                       𝐶 1, 𝑗 = 𝐶0

𝑖 = 𝐼𝐿,                 𝐶 𝐼𝐿, 𝑗 = 𝐶 𝐼𝐿 − 1, 𝑗 
            1 < 𝑗 < 𝑗𝑡             (4.26) 

2. Résolution par la méthode des volumes finis 

 Discrétisation du domaine 

Cette méthode consiste à diviser le domaine de calcul en un nombre fini de 

volumes. La discrétisation du domaine selon cette méthode est présentée dans la figure 

suivante : 

                                              𝑾        𝒘      𝑷        𝒆       𝑬 

                              𝑑𝑧𝑤     𝛥𝑧  

Figure 4.4 : Domaine discrétisé selon la méthode des volumes finis. 

 : Représente les nœuds (P, W ‘ouest’, E ’est’). 

: Représente les faces (w, e). 

 Nombre de nœuds : 

             𝑁𝐿 =
𝐿

∆𝑧
+ 2               (4.27) 

 NL : Le nombre total des nœuds. 
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 Discrétisation du domaine selon le temps : 

                                         

Figure 4.5 : Temps discrétisé selon la méthode des volumes finis. 

 Discrétisation de l’équation différentielle et résolution  

 Pour résoudre numériquement l’équation (2.1) selon la méthode des volumes finis 

on l’intègre sur un volume de contrôle autour du nœud P entre les faces w et e : 

 𝐷𝐿  
𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2

𝑒

𝑤
𝑑𝑉 = 𝑢  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧

𝑒

𝑤
 𝑑𝑉 +  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡

𝑒

𝑤
 𝑑𝑉         (4.28) 

Et comme l’écoulement est unidirectionnel, l’équation s’écrit comme suit : 

 𝐷𝐿  
𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2

𝑒

𝑤
𝑑𝑧 = 𝑢  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧

𝑒

𝑤
 𝑑𝑧 +  

𝜕𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑡

𝑒

𝑤
 𝑑𝑧          (4.29) 

              Pour intégrer cette dernière équation on le met sous forme d’une somme 

d’intégrales :𝐼1 =   𝐼2 + 𝐼3   

 Terme 𝑰𝟏 : 

𝐼1 = 𝐷𝐿  
𝜕2𝐶(𝑧 ,𝑡)

𝜕𝑧2

𝑒

𝑤
𝑑𝑧 = 𝐷𝐿   

dC

dz
 

e

j+1

−  dC

dz
 

w

j+1

                (4.30) 

Avec: 

 dC

dz
 

e

j+1

=
CE

j+1
−CP

j+1

dze
                  (4.31) 

 dC

dz
 

w

j+1

=
CP

j+1
−Cw

j+1

dzw
                  (4.32) 

On pose :𝑑𝑧𝑒  = 𝑑𝑧𝑤 = ∆𝑧.  

Après réarrangement, l’intégrale 𝐼1s’écrit sous la forme suivante : 

I1 =
𝐷𝐿

∆z
(CE

j+1
− 2CP

j+1
+ CW

j+1
)            (4.33) 

 Terme 𝐈𝟐 : 

I2 = u  
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z

e

w
dz = u ce

j+1
− cw

j+1
            (4.34) 

 

𝐶𝑝(𝑡)        𝐶𝑝(𝑡 + 𝛥𝑡) 
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Avec : 

 
Ce

j+1
=

CE
j+1

+ CP
j+1

2

Cw
j+1

=
CP

j+1
+CW

j+1

2

               (4.35) 

L’intégrale I2  devient : 

I2 =
u

2
(CE

j+1
− CW

j+1
)              (4.36) 

 Terme 𝐈𝟑 : 

I3 =  
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂𝑡
dz

e

w
=

CP
j+1

−CP
j

∆𝑡
∆z            (4.37) 

En remplaçant les équations (4.33), (4.36) et (4.37) dans l’équation (2.1) on trouve : 

 1 + 2
𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2  Cp
j+1

=  
𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2 −
u∆𝑡

2 ∆z
 CE

j+1
+  

𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2 +
u∆𝑡

2 ∆z
 CW

j+1
+ CP

j
        (4.38) 

Pour résoudre cette dernière équation on a aussi utilisé l’algorithme de Thomas. 

a) Discrétisation des conditions aux limites  

Pour trouver la concentration au premier nœud  et au dernier nœud on a intégré 

l’équation (2.1) au tour de ces nœuds : 

𝑃 = 1,     1 +
u∆𝑡

2 ∆z
+

𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2  𝐶𝑃
𝑗 +1

=  
𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2 −
u∆𝑡

2 ∆z
 𝐶𝐸

𝑗 +1  
+ 𝐶𝑃

𝑗
+

𝑢∆tC0

∆𝑧
        (4.39) 

P = NL,    1 +
𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2  𝑐𝑃
𝑗+1

=  
𝐷𝐿  ∆𝑡

∆𝑧2 +
u∆𝑡

2 ∆z
 𝑐𝑊

𝑗 +1
+ 𝐶𝑃

𝑗
          (4.40) 

3. Résolution par la méthode des éléments finis 

 Discrétisation du domaine  

Notre colonne est discrétisée en n éléments où chaque élément à deux nœuds : 

                                                             𝐸𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝐾                                𝐸𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑛   

                            0                 L  

         𝑖 = 1      𝑖 = 2            𝑖 − 1    𝑖        𝑖 + 1                                      𝑁 

Figure 4.6 : Discrétisation du domaine selon la méthode des éléments finis. 



Chapitre IV                      Conceptualisation, méthodologie et outils de calcul 

70 
 

La description du maillage se fait selon les deux tableaux suivants:   

Tableau 4.2 : Tableau des connectivités            Tableau 4.3 : Tableau des coordonnées 

 

 

                

 

Avec : N : Nombre de nœuds du maillage, n : Nombre d’éléments et 𝑧𝑖  : Coordonnées de  

nœud i.          

 Représentation local du champ de concentrations 

Pour un élément à deux nœuds, la concentration dans l’élément (e), 𝐶𝑒  (𝑧, t) ,  

s’écrit sous la forme suivante :  

𝐶𝑒   𝑧, t =  𝑁1
𝑒 𝑧   𝑁2

𝑒 𝑧    
𝐶1

𝑒   t 

𝐶2
𝑒   t 

             (4.41) 

Où : 

𝑁𝑖
𝑒 𝑧  : Les fonctions d’interpolation élémentaires,  𝑁𝑖

𝑒 z =  
z−z j

zi−z j

ne

j≠i . 

 [𝑁e(z)] : La matrice d’interpolation élémentaire. 

 𝐶e(t)  : Le vecteur de concentration qui regroupe les concentrations des nœuds de 

l’´élément (e). 

𝑛𝑒  : est le nombre de nœuds de l’élément (e). 

Donc la solution approchée sur un élément e s’écrit comme suit: 

 𝐶𝑒   𝑧, t =< 𝑁e 𝑧 >  Ce t               (4.42) 

Elément Nœud 1 (début) Nœud 2 (fin) 

1 1 2 

2 2 3 

3 3 4 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

N N-1 N 

Nœud Coordonnée (Z) 

1 0 

2 z1+Δz 

3 z2+Δz 

. 

. 

. 

. 

N zN-1+Δz 
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 Représentation global du champ de concentrations  

Sur l’ensemble du domaine, L, la concentration 𝐶(𝑍, t) a pour expression : 

 𝐶 𝑧, t =  𝑁1 𝑧 …  𝑁𝑖 𝑧 …  𝑁𝑁(𝑧)  

 
  
 

  
 

𝐶1
  t 
.
.

𝐶𝑖
  t 
.
.

𝐶𝑁
  t  

  
 

  
 

          (4.43) 

Où : 

𝑁𝑖 𝑧  : Fonction d’interpolation. 

  𝑁(𝑧)  : Matrice d’interpolation. 

 𝐶(t)  : Vecteur des concentrations nodales. 

D’après cette expression on trouve que la solution approchée sur le domaine L 

s’écrit comme suit: 

C =< 𝑁 > { CN }                (4.44) 

 Discrétisation de l’équation différentielle 

 Formulation intégrale 

Pour résoudre l’´equation (2.1) par la méthode des éléments finis, nous avons multiplié 

cette équation par une fonction arbitraire v(z) : 

u 
V

 
∂C(z,t)

∂z
v z dV +  

V
 
∂C(z,t)

∂t
v z dV = 𝐷𝐿 

V
 
∂2C(z,t)

∂z2 v Z dV                   (4.45) 

Avec :  

v(z) : La fonction de pondération ou la fonction teste, elle est constituée par 

l’ensemble de variations des fonctions C, δC. 

En transformant ces intégrales  en  intégrales monodimensionnelles, on trouve :  

 W = u  
∂C(z,t)

∂z

L

0
v z dz +  

∂C(z,t)

∂t

L

0
v z dz − 𝐷𝐿  

∂2C(z,t)

∂z2

L

0
v z dz = 0             (4.46)  
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En utilisant les conditions aux limites et en intégrant par partie le premier  terme  à 

droite de cette dernière équation, nous obtenons la formulation intégrale faible de cette 

équation : 

 W = u  
∂C(z,t)

∂z

L

0
 v z dz +  

∂C(z,t)

∂t

L

0
 v z dz + 𝐷𝐿  

∂C(z,t)

∂z

L

0

∂v

∂z
dz = 0               (4.47) 

 Approximation sur un élément 

Selon la méthode des éléments finis, les intégrales sur le domaine sont remplacées par 

la somme des intégrales sur chaque élément : 

 W =  We
in

i=1                 (4.48) 

L’équation (4.47) s’écrit sous la forme suivante :  

W =   u   
∂Ce (z,t)

∂z

z2

z1
 ve z dz +  

∂Ce (z,t)

∂t

Z2

Z1
 ve z dz + 𝐷𝐿  

∂Ce (z,t)

∂z

Z2

Z1

∂ve

∂z
dz n

i=1 = 0 (4.49) 

Avec :  

 z1 : Coordonnée du nœud i.  

 z2  : Coordonnée du nœud i+1. 

Donc pour chaque élément du domaine on  intègre l’équation suivante ; 

 We = u   
∂Ce (z,t)

∂z

z2

z1
 ve z dz +  

∂Ce (z,t)

∂t

z2

z1
 ve z dz + 𝐷𝐿  

∂Ce (z,t)

∂z

z

z1

∂ve

∂z
dz        (4.50) 

            Cette dernière  équation  est  mise aussi sous forme d’une somme d’intégrales 

: We = I1 +  I2 + I3. Pour l’intégrer, il faut calculer ces trois intégrales séparément. 

D’après l’expression du champ de concentrations Ce  sur l’élément e (équation 

(4.42)), on peut déduire l’expression suivante : 

 ve z =< 𝛿cn
e > {𝑁𝑒}              (4.51) 

 
dCe

dz
=<

𝑑𝑁𝑒

𝑑𝑍
> {cn

e }                   (4.52) 

 
dCe

dt
 =< 𝑁𝑒 > {

dcn
e

dt
}                (4.53) 

En remplaçant ces équations dans l’équation (4.50) on trouve : 
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 Terme 1 : 

 I1 =  u < 𝛿cn
e >   

d𝑁𝑒

dz
 

z2

z1
 𝑁𝑒 dz  cn

e
 
                                   (4.54) 

 Terme2 :                

 I2 =  δcn
e < 𝑁𝑒z2

z1
>  𝑁𝑒  dz  

dcn
e

dt
                                  (4.55) 

 Terme 3 :  

 I3  = 𝐷𝐿 <  𝛿cn
e >  <

d𝑁𝑒

dz

z2

z1
>  

d𝑁𝑒

dz
  dz {cn

e }                (4.56) 

Comme il est mentionné plus haut, pour un élément à 2 nœuds ces trois dernières 

équations s’écrivent sous la forme  

I1 = u < δc1
e     δc2

e >  <
dN1

e

dz

z2

z1

dN2
e

dz
>  

N1
e

N2
e dz  

c1
e

c2
e                (4.57) 

I2 =  δc1
e     δc2

e  < N1
e  N2

e >  
N1

e

N2
e 

z2

z1
dz  

dc1
e

dt

dc2
e

dt

                                        (4.58) 

     I3  = 𝐷𝐿   δc1
e     δc2

e  <
dN1

e

dz

dN2
e

dz
>  

dN1
e

dz

dN2
e

dz

 
z2

z1
dz  

c1
e

c2
e                                (4.59) 

En remplaçant ces trois dernières relations dans l’équation (4.50) on trouve 

finalement la forme discrétisée de l’équation (2.1):  

  u  <
dN1

e

dz

z2

z1
 
dN2

e

dz
>  

N1
e

N2
e dz + 𝐷𝐿  <

dN1
e

dz
 
dN2

e

dz
>  

dN1
e

dz

dN2
e

dz

 
z2

z1
dz  

c1
e

c2
e    =

−  < N1
e  N2

e >  
N1

e

N2
e 

z2

z1
dz  

dc1
e

dt

dc2
e

dt

                            (4.60) 

Le produit matriciel de chaque terme de cette dernière équation donne l’équation 

suivante :  
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 u   
N1

e dN1
e

dz
N1

e dN2
e

dz

N2
e dN1

e

dz
N2

e dN2
e

dz

 dz
z2

z1
+ 𝐷𝐿   

dN1
e

dz

dN1
e

dz

dN1
e

dz

dN2
e

dz

dN2
e

dz

dN1
e

dz

dN2
e

dz

dN2
e

dz

 
z2

z1
dz  

c1
e

c2
e =

−   
N1

eN1
e N1

eN2
e

N2
eN1

e N2
eN2

e 
z2

z1
dz  

dc1
e

dt

dc2
e

dt

                (4.61) 

L’équation (4.61) est un système d’équation linéaire s’écrit sous la forme : 

  Ke Ce =  Me 
dCe

dt
                    (4.62) 

Où : 

  Me  : Matrice élémentaire de masse,  Me = −  
N1

eN1
e N1

eN2
e

N2
eN1

e N2
eN2

e dz . 

  Ke : Matrice élémentaire d’advection-dispersion,  Ke =  K1
e +  K2

e . 

  K1
e  : Matrice élémentaire d’advection,  K1

e = u   
N1

e dN1
e

dz
N1

e dN2
e

dz

N2
e dN1

e

dz
N2

e dN2
e

dz

 dz
z2

z1
. 

  K2
e  : Matrice élémentaire de dispersion,  K2

e  = 𝐷𝐿   

dN1
e

dz

dN1
e

dz

dN1
e

dz

dN2
e

dz

dN2
e

dz

dN1
e

dz

dN2
e

dz

dN2
e

dz

 dz
z2

z1
. 

On remplace N1
e z  et N2

e z  par ces expressions, on trouve : 

 K1
e = u   

z−z2

 z1−z2 2

z−z2

 z1−z2  z2−z1 
z−z1

 z1−z2  z2−z1 

z−z1

 z2−z1 2

  dz
z2

z1
                          (4.63) 

  K2
e = 𝐷𝐿   

1

 z1−z2 2

1

 z1−z2  z2−z1 

1

 z1−z2  z2−z1 

1

 z2−z1 2

  dz
z2

z1
                         (4.64) 

   Me = −   
 

z−z2

z1−z2
 

2   z−z2  z−z1 

 z1−z2  z2−z1  

 z−z1   z−z2 

 z2−z1   z1−z2 
 

z−z1

z2−z1
 

2  
Z2

Z1
 𝑑𝑧          (4.65) 

Chaque matrice élémentaire peut être intégrée explicitement, les résultats de cette 

intégration sont présentés comme suit : 
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  K1
e =

u

2
 
−1 1
−1 1

                               (4.66) 

  K2
e = 𝐷𝐿  

−
1

z1−z2

1

z1−z2

1

z1−z2
−

1

z1−z2

                             (4.67) 

    Me =  

z1

3
−

z2

3

z1

6
−

z2

6
z1

6
−

z2

6

z1

3
−

z2

3

              (4.68) 

 Assemblage  

L’assemblage des matrices élémentaires conduit à la relation suivante: 

 [K]  CN (z, t) =  M  
dCN (z,t)

dt
                     (4.69) 

Avec :  

[K] : Matrice globale d’advection dispersion. 

 M  : Matrice globale de masse. 

Le problème différentiel, équation (2.1), se ramène finalement à la résolution du 

système linéaire (équation (4.69))   

 Résolution  

Résoudre le système (4.69) consiste à trouver un ensemble de fonctions 

 C(z, t)  qui satisfait cette équation à tout instant ainsi que les conditions initiales 

imposées. Généralement, pour un système non stationnaire les méthodes d’interpolations 

pas à pas sont les plus fréquentes telles que la méthode des différences finies centrales, 

méthode de Wilson, la méthode d’Euler implicite ….  Dans cette étude on a choisi la 

méthode d’Euler implicite. Cette méthode consiste à chercher la valeur approchée à 

l‘instant 𝑡 + ∆𝑡 en prenant la dérivée à la fin de l’intervalle  𝑡, 𝑡 + ∆𝑡  au lieu de la prendre 

au début. Les nouvelles concentrations sont calculées selon la relation suivante : 

𝐶𝑁 𝑡 + ∆𝑡 = 𝐶𝑁 𝑡 + ∆𝑡 𝑓 𝑡 + ∆𝑡, 𝐶𝑁                                   (4.70) 

Avec :  

𝑓 𝑡 + ∆𝑡, 𝐶𝑁 = 𝐾𝑀−1𝐶𝑁 𝑡 + ∆𝑡        
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En utilisant la relation (4.70) la solution de l’équation (4.69) passe par les étapes 

suivantes: 

1. Calculer les  𝑅𝑗+1  par la relation suivante:  𝑅𝑗+1 =  𝑀  𝐶𝑁
𝑗
 . 

2. Calculer les différences de concentration par: ∆𝐶 =  𝐾  −1 𝑅t+∆t −  𝐶𝑁
𝑗
 , avec 

  𝐾  =  𝑀 − ∆t 𝐾 . 

3. Calculer les nouvelles concentration en utilisant:  𝐶𝑁
𝑗 +1

  =  𝐶𝑁
𝑗
 +  ∆𝐶 .  

Le détail des algorithmes des trois méthodes utilisés pour la résolution de l’équation 

(2.1) est donné en annexe A. 

4.3.2. Choix de la méthode du traitement du terme non linéaire 

L'objectif de cette partie d’étude est d'étudier numériquement le phénomène 

d'adsorption de phénol sur le charbon actif et de trouver la méthode la plus performante 

pour décrire les résultats expérimentaux obtenus par Benmahdi (2019). Dans ce cas on 

testera plusieurs schémas numériques spécifiques utilisés pour résoudre l’équation ADE 

non linéaire ou plus précisément on testera les deux types de technique les plus utilisés 

pour traiter le terme non linéaire présenté dans cette équation.     

Benmahdi (2019) a vérifié que l’équilibre d’adsorption du phénol sur le charbon 

actif expérimenté obéit à l’isotherme de Langmuir telle que présenté en haut du chapitre. 

Cette loi présente dans l’équation d’advection-dispersion (4.6) un terme fortement non 

linéaire par rapport aux concentrations, provenant de la dépendance non linéaire entre la 

quantité adsorbée et la concentration du soluté en phase liquide. L’équation est très 

complexe et nécessite un traitement spécial du terme non linéaire. La résolution numérique 

de cette dernière équation est l'objectif principal de cette étude. Une autre tâche importante 

donc de cette étude est de trouver une technique numérique efficace qui permettrait 

d’approcher des courbes de percée expérimentales.  

Pour évaluer les performances d’une méthode numérique, une étape préliminaire de 

résolution de l’équation (4.6)  où le milieu est entièrement actif, c’est-à-dire, homogène. 

Dans ce cas, la distribution  z = 1, quelle que soit la position z, et l’équation (4.6) 

devient sous la forme  : 
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 u
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z
+

∂C(𝑧 ,𝑡)

∂t
+ 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥  𝐾𝑙

1−휀

휀

𝜕

𝜕𝑡
 

 𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)
 = DL

∂2C(𝑧 ,𝑡)

∂z2
         (4.71) 

Si l’équation (équation (2.1)) peut être facilement résolue aussi bien analytiquement 

que numériquement parce que linéaire, l’équation (4.71) n’a pas de solution analytique. De 

plus, pour sa résolution numérique, il existe une série de contraintes quant au choix des 

schémas numériques envisagés à cause du terme non linéaire. Si l'on souhaite obtenir un 

résultat correct ou encore un schéma numérique qui converge de manière rapide et robuste, 

il faut traiter le terme non linéaire avec soin. Un grand nombre de méthodes existe et 

aucune méthode n’est clairement supérieure aux autres dans toutes les circonstances. 

Cependant, certaines s’avèrent très efficaces avec des précisions satisfaisantes. Néanmoins, 

les recherches dans ce domaine ne sont pas encore terminées et le développement des 

techniques numériques continues surtout pour les situations où une très grande précision 

est demandée.  

Dans le présent travail, nous évaluerons deux techniques : la technique 

d’approximation (Aniszewski 2005; Ebrazi and Banihabib 2015; Hekmatzadeh et al. 2012; 

Li et al. 2011), et la technique de linéarisation utilisée par (Belfort et al. 2007; Celia et al. 

1990; Huang et al. 1996; Yeh et al. 1993). Nous verrons les raisons de ce choix dans ce qui 

suit.  

Pour la technique d’approximation, le schéma numérique de Runge-Kutta et le 

schéma implicite seront utilisés, alors que pour la technique de linéarisation, l’on utilisera 

le schéma de Picard et celui de Newton-Raphson : 

1. Résolution avec la technique d’approximation 

En appliquant le principe de la technique d’approximation, l'équation (4.71) 

devient : 

 u
∂C(z,𝑡)

∂z
+  1 +  

ρ  Smax  KL 
1−ε

ε
 

 1+KL   C(z,𝑡) 2
  

∂C(z,𝑡)

∂𝑡
= 𝐷𝐿

∂2C(z,𝑡)

∂z2
              (4.72)      

On pose:  

 R(C(z, 𝑡)) = 1 +  
ρ  Smax  KL 

1−ε

ε
 

 1+KL   C(z,𝑡) 2
            (4.73) 

Avec : 

 R(C(z, 𝑡)) : représente le facteur du retard non linéaire. 
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La substitution de l'équation (4.73) dans (4.72) donne l'équation suivante:  

 u
∂C(z,𝑡)

∂z
+ R C 

∂C(z,𝑡)

∂𝑡
= 𝐷𝐿

∂2C(z,𝑡)

∂z2                                                       (4.74) 

Parmi les trois méthodes de discrétisation utilisées pour discrétiser l'équation de 

transport de solutés inertes, nous avons retenu la méthode des différences finies pour 

discrétiser l’équation d’advection dispersion non linéaire car cette méthode conduit à des 

solutions plus précises. Pour résoudre l’équation (4.74), on a choisi les deux schémas 

suivants: 

 Schéma implicite 

Equation (4.74) peut être réécrite, à une position i et à un temps j, sous la forme 

suivante :  

 𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
 

∂C

∂𝑡
 

𝑖

𝑗+1

+ u  
∂C

∂z
 

i

j+1

= 𝐷𝐿  
∂2C

∂z2 
i

j+1

                    (4.75) 

Les termes  
∂C

∂𝑡
 

𝑖

𝑗 +1

,  
∂2C

∂z2 
i

j+1

et  
∂C

∂z
 

i

j+1

sont discrétisés en utilisant la méthode des 

différences finies centrées. En remplaçant ces termes discrétisés dans l’équation (4.75) on 

obtient finalement la forme discrétisées de l’équation (4.74):  

𝑎𝑖  𝐶𝑖
𝑗 +1

= 𝑏𝑖  𝐶𝑖+1
𝑗 +1

+ 𝑑𝑖  𝐶𝑖−1
𝑗 +1

+ 𝑒𝑖                                     (4.76) 

Avec : 

  ai, bi, di  et ei sont des constants qui sont donnés dans le tableau 4.4. 

L’équation (4.76) s’écrite de la même forme que l’équation (4.21). Elle est 

symétrique et tri-diagonale et sa résolution nécessite l’utilisation de l’algorithme de 

Thomas.  

 Schéma de Runge Kutta  

 Les concentrations au temps (𝑡 + 𝛥𝑡)  peuvent être calculées directement et 

explicitement en utilisant la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 basée sur quatre 

approximations différentes et sur la relation suivante (Besnard et al. 2011): 

𝐶𝑖
𝑗 +1

= 𝐶𝑖
𝑗

+
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)                              (4.77) 
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Où: 

 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 et 𝑘4: sont les constantes de Runge-Kutta et sont données par : 

 𝑘1 = ∆𝑡 𝑓(𝐶𝑖
𝑗
)                              (4.78) 

 𝑘2 = ∆𝑡 𝑓  𝐶𝑖
𝑗

+
𝑘1

2
                (4.79) 

 𝑘3 = ∆𝑡 𝑓  𝐶𝑖
𝑗

+
𝑘2

2
                (4.80) 

 𝑘4 = ∆𝑡 𝑓 𝐶𝑖
𝑗

+ 𝑘3                (4.81) 

𝑓 𝐶𝑖
𝑗
 : est la dérivée première de la concentration par rapport au temps calculée 

selon l’expression : 

𝑓 𝐶𝑗  =
𝐷𝐿

 𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗  
𝜕2𝐶

𝜕𝑍2 
𝑖

𝑗

−
u

 𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗  
𝜕𝐶

𝜕𝑧
 

𝑖

𝑗

                            (4.82) 

Les dérivées partielles de cette fonction, première et deuxième, sont discrétisées en 

se basant sur la méthode des différences finies centrées dans l’espace. Après 

réarrangement, on obtient : 

 𝑓 𝐶𝑖
𝑗
 = 𝑎𝑖  𝐶𝑖

𝑗
+ 𝑏𝑖  𝐶𝑖+1

𝑗
+ 𝑑𝑖  𝐶𝑖−1

𝑗
+ ei           (4.83) 

Les constantes de cette équation sont aussi résumées dans le tableau 4.4. 

 Selon cette méthode, la procédure du calcul des nouvelles concentrations sera 

comme suit :  

1. Calcul des quatre constantes en utilisant les équations  (4.78) à (4.81). 

2. Calcul des nouvelles concentrations en utilisant l’équation (4.77).  

Tableau 4.4 : Les coefficients 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑑𝑖  et 𝑒𝑖 , du schéma implicite et ceux du schéma de 

Runge-Kutta. 

Constantes Méthode implicite Méthode de Runge Kutta 

ai 2 𝐷𝐿

∆z2 +
 𝑅 𝐶  

𝑖

𝑗

 ∆𝑡
  

−2 𝐷𝐿  

  𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
∆z2

  

bi 
𝐷𝐿

∆z2  
−

u

 2 ∆z
  

𝐷𝐿

  𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
∆z2

−
u

2 𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
∆z

  

di  
𝐷𝐿

∆z2  
+

u

 2 ∆z
  

𝐷𝐿

  𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
∆z2

+
u

2 𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗
∆z

  

ei  𝑅 𝐶  
𝑖

𝑗

 ∆𝑡
 Ci

j
  

0 
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3. Résolution avec la technique de linéarisation 

 Paniconi et al. (1991) ont comparé l'efficacité de deux types de méthodes 

appliquées pour étudier l'écoulement monodimensionnel dans un milieu poreux insaturé. 

Ce système est décrit par l'équation de Richards non linéaire. Les premières méthodes 

utilisées sont basées sur des méthodes non itératives approximatives utilisant un schéma de 

discrétisation temporelle purement explicite comme : la méthode factorielle implicite 

(implicit factored method), le schéma de Lees à trois niveaux (three-level Lees schem), la 

méthode de Picard généralisée et la méthode de Newton généralisée. Malheureusement le 

schéma explicite n'est pas stable et sa stabilité est garantie par de très petits pas du temps. 

La deuxième catégorie des méthodes consiste en des méthodes itératives utilisant un 

schéma de discrétisation temporelle purement implicite comme : la méthode de Newton, la 

méthode de Newton Raphson, la méthode de Picard et la méthode de Picard modifiée. 

D'après cette comparaison, Paniconi et al. (1991) ont conclu que les méthodes itératives, 

particulièrement les méthodes de Picard et de Newton-Raphson sont les plus performantes 

pour résoudre ce type d'équation. 

Nous avons donc choisi d’évaluer les performances de la méthode de Picard 

modifiée et de celle de Newton-Raphson, pour résoudre notre équation.  

 D’après cette approche itérative, le terme non linéaire présenté dans l’équation 

(4.71) nécessite une solution implicite, c'est à dire nécessite l’utilisation des valeurs de 

concentrations au temps 𝑡 + ∆𝑡 pour calculer, Ci
j+1

. Pour cela, avant de discrétiser et de 

résoudre cette équation, il faut d’abord mettre cette équation sous forme d’une équation 

mixte c’est à dire équation qui contient deux variables dépendantes.  

Le réarrangement de l’équation (4.71) donne l’équation suivante : 

∂

∂𝑡
 C z, 𝑡 +  

ρ  Smax  KL   
1−ε

ε
 C z,𝑡 

1+KL   C z,𝑡 
 + u

∂C(zt )

∂z
= 𝐷𝐿

∂2C(z,𝑡)

∂z2                     (4.84) 

On pose :  

 M(C z, 𝑡 ) =  C z, 𝑡 +
ρ  Smax  KL   

1−ε

ε
 C(z,𝑡)

1+KL  C(z,t)
           (4.85)

 En introduisant l’équation (4.85) dans l’équation (4.84), on aura l’équation 

suivante: 
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∂M(C z,𝑡 )

∂𝑡
= 𝐷𝐿

∂2C z,𝑡 

∂z2
− u

∂C z,t 

∂z
            (4.86) 

Avec : 

M(C z, 𝑡 ) : La fonction non linéaire ou bien la nouvelle variable dépendante qui 

dépend de la concentration. 

Vue la dépendance non linéaire de cette nouvelle variable à la concentration, des 

calculs itératifs sont nécessaires. La résolution numérique de l'équation (4.86) se fait par 

deux méthodes : 

 Méthode de Picard modifiée  

La méthode de Picard modifiée est une amélioration de la méthode de Picard. Elle 

est basée sur la même idée que la méthode de Picard. Elle estime la concentration inconnue 

au temps (𝑡 + ∆𝑡) en utilisant la nouvelle variable dépendante estimée au même temps, 

(𝑡 + ∆𝑡). D’après ce schéma l’équation (4.71) est résolue en utilisant le schéma implicite. 

On appliquant le principe de cette méthode, l’équation (4.86) se réécrit :  

M i
j+1

−M i
j

∆𝑡
= 𝐷𝐿  

∂2C

∂z2 
i

j+1

− u  
∂C

∂z
 

i

j+1

              (4.87) 

En introduisant un développement en série limité du premier ordre de la nouvelle 

grandeur en fonction de la concentration et en utilisant la méthode de Picard modifiée, le 

terme Mi
j+1

 peut être réécrit comme suit : 

Mi
j+1,k+1

= Mi
j+1,k

+  
∂M

∂C
 

i

j+1,k

(Ci
j+1,k+1

− Ci
j+1,k

)          (4.88) 

Avec:   

 𝑘: Indice de l’itération de la boucle non linéaire. 

Le terme  
∂M

∂C
 

i

j+1,k

 est équivalent au facteur de retard et il est donné par 

l’expression : 

 
∂M

∂C
 

i

j+1,k

= 1 +  
1−ε

ε
  ρ  

∂f(C)

∂C
 

i

j+1,k

= Ri
j+1,k 𝐶           (4.89) 

 

Techniques 

De linéarisation D’approximation 

Schéma de 

Runge-Kutta 

Schéma implicite Schéma de 

Newton-Raphson 

Schéma de Picard 
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Où: 

 f C : représente l’isotherme d’adsorption. 

Une fois l'équation est linéarisée, le calcul des concentrations à chaque nœud et à 

chaque instant est facile. La discrétisation des termes de l'équation (4.87) se fait par la 

méthode des différences finies centrées dans l’espace et implicite dans le temps. En 

remplaçant les dérivées discrétisées et les équations (4.88), (4.89) dans l'équation (4.87) on 

trouve : 

ai  Ci
j+1,k+1

= bi  Ci+1
j+1,k+1

+ di  Ci−1
j+1,k+1

+ ei            (4.90) 

 Le système d’équation résultant est un système tri-diagonal et sa résolution 

nécessite l’utilisation de l’algorithme de Thomas. Les coefficients présentés dans 

l’équation (4.90) sont rassemblés dans le tableau 4.5.  

Le calcul itératif est continu jusqu'à ce que la différence entre les valeurs de 

concentrations calculées pour deux itérations successives soit inférieure ou égale à une 

certaine valeur, ζ, c'est-à-dire l’inégalité suivante doit être satisfaite pour tous les points : 

 Ci
j+1,k+1

− Ci
j+1,k

 ≤ ζ.  

Avec: 

 ζ: Représente le critère de convergence dont la valeur est suffisamment petite.   

La méthode de Picard modifiée est lourde à programmer car elle nécessite un 

nombre d'itération grand pour obtenir la solution souhaitée et un temps de calcul par 

itération important.   

 Méthode de Newton-Raphson 

Comme la méthode de Picard modifiée, cette méthode s'applique aussi à la 

formulation mixte. Selon cette méthode l’équation (4.86) s'écrit de la forme:   

 
∂M(C)

∂𝑡
 

i
= 𝐷𝐿  

∂2C

∂z2
 

i

j

− u  
∂C

∂z
 

i

j

             (4.91)

 La méthode des différences finies centrées dans l’espace et explicite dans le temps 

a été choisie pour discrétiser les dérivées de cette dernière équation.  

Le terme  
∂M(C)

∂𝑡
 

i
est défini comme suit : 
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∂M(C)

∂𝑡
 

i
=

M i
j+1

−M i
j

∆𝑡
                (4.92)

 En substituant l'équation (4.92) et la première et la deuxième dérivée discrétisées 

dans l'équation (4.91) on aura: 

Mi
j+1

= ai  Ci
j

+ bi  Ci+1
j

+ di  Ci−1
j

+ ei                       (4.93) 

Les constantes de cette équation sont regroupées dans le tableau 4.5. 

A chaque étape du temps, cette dernière équation est résolue en utilisant la méthode 

de Newton-Raphson qui suit les étapes suivantes : 

1. Calcul des Mi
j
 en utilisant les concentrations Ci

j
. 

2. Calcul du terme non linéaire Mi
j+1

 utilisant l’équation (4.93). 

3. Calcul des nouvelles concentrations en utilisant la relation de Newton-Raphon qui 

passe par les étapes suivantes:       

a. Estimation des Ci
j+1

 à la première itération (k = 1). 

b. Calcul des nouvelles concentrations, Ci
j+1

, à la nouvelle  itération en utilisant la 

relation de récurrence suivante :  

 Ci
j+1,k+1

=  Ci
j+1,k

−
f( C i

j+1,k
)

f′  ( C
i
j+1,k

)
                          (4.94)  

Où : 

 f( Ci
j+1,k

): est la fonction pour laquelle l’on recherche les racines.    

 f ′    Ci
j+1,k

  : est la première dérivée de la fonction f( Ci
j+1,k

).  

f( Ci
j+1,k

) et  f ′    Ci
j+1,k

  sont exprimées par :        

 f  Ci
j+1,k

 = Mi
j+1

−  Ci
j+1

−
 ρ  Smax  Kl 

1−ε

ε
  C i

j+1

1+K l    C
i
j+1            (4.95) 

 f ′    Ci
j+1,k

 = −1 −
ρ  Smax  Kl 

1−ε

ε
 

 1+K l   C
i
j+1,k

 
2             (4.96) 

c. Calcul de la différence entre les valeurs de concentrations calculées pour deux 

itérations successives :   Ci
j+1,k+1

−  Ci
j+1,k

 .   

d. Si cette différence est supérieure à ζ, on répète les étapes précédentes jusqu’à ce 

que cette différence devienne inferieure à ζ.     
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Pour que le schéma explicite utilisé soit stable, le pas du temps et celui de l’espace 

doivent être choisis d’une façon raisonnable selon le nombre de Courant-Friedrichs-Lewy 

(Abe et al. 2014).  Cette condition est connue sous le nom CFL et elle est nécessaire et 

suffisante pour assurer la stabilité de ce schéma. Généralement ce schéma est stable à 

condition que le pas du temps soit inférieur à une certaine valeur du pas de l'espace.  

Tableau 4.5: Les coefficients de la méthode de Picard modifiée et ceux de la méthode de 

Newton-Raphson : 

Constantes Méthode de Picard Modifiée  Méthode de Newton Raphson   

𝒂𝒊 2 𝐷𝐿

∆z2
+

CSi

j+1,k

∆𝑡
  

−𝟐𝑫𝑳∆𝒕

∆𝐳𝟐   

𝒃𝒊 
𝐷𝐿

 ∆z2 −
u

2 ∆z
  

𝑫𝑳∆𝒕

∆𝐳𝟐 −
𝐮∆𝒕

𝟐 ∆𝐳
  

𝒅𝒊 
𝐷𝐿

 ∆z2 +
u

2 ∆z
  

𝑫𝑳∆𝒕

∆𝐳𝟐 +
𝐮∆𝒕

𝟐 ∆𝐳
  

𝒆𝒊 
1

∆𝑡
  Mi

j,k+1
− Mi

j+1,k
 + CSi

j+1,k
Ci

j+1,k
   𝐌𝐢

𝐣
  

 

Remarque:  

On peut calculer analytiquement les nouvelles concentrations au temps  𝑡 + 𝛥𝑡  en 

suivant les deux premières étapes citées précédemment (1 et 2) puis on utilise directement 

cette relation :  

 𝐶𝑖
𝑗 +1

=

 𝐾𝐿 .𝑀𝑖
𝑗+1

− 1+ 
1−휀

휀
 .𝜌 .𝑆𝑚𝑎𝑥 .𝐾𝑙  +   1+ 

1−휀

휀
 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥 𝐾𝐿−𝐾𝐿𝑀

𝑖
𝑗 +1

 
2

+ 4𝐾𝐿𝑀
𝑖
𝑗+1

  

2𝐾𝐿
   (4.97) 

Les quatre méthodes  numériques utilisées pour résoudre l’équation (4.71) sont 

développées et implémentées en utilisant des codes de calculs écrits en langage Fortran 90. 

Comme les programmes établis dans le cas du transport de solutés inertes, ces programmes 

sont aussi flexibles et ils nous donnent accès changement des données concernant les 

caractéristiques physiques et chimiques des milieux et du fluide et les dimensions de la 

colonne. Les organigrammes établis suivent ces programmes sont présentés dans l’annexe 

A. 
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4.4. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons présenté les différentes méthodes utilisées pour 

l’estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique : graphique, empirique et l'autre 

numérique basée sur d’optimisation. Le choix des corrélations empiriques  s’est porté sur 

celles dont les conditions d’application sont les plus proches de nos milieux. Quant à la 

méthode d’optimisation, nous avons opté pour la méthode des moindre carrés, efficace et 

largement utilisée. 

Nous avons aussi présenté dans ce chapitre les différentes étapes à suivre pour 

discrétiser et résoudre l’ADE du soluté inerte ainsi que les différentes étapes à suivre pour 

traiter le terme non linéaire qui apparait dans l’ADE de l’adsorbat.  

Les performances et efficacités de ces méthodes et outils à représenter les résultats 

expérimentales de nos systèmes seront comparées dans le chapitre suivant.  
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CHAPITRE V 

EVALUATION DES METHODES ET OUTILS DE CALCUL : RESULTATS ET 

DISCUSSIONS 

 

 Comme il a précédemment été dit, l’évaluation des méthodes numériques de 

résolution de l’équation d’advection-dispersion pour un adsorbat dans des milieux 

chimiquement hétérogène a été réalisée dans le cas de milieux chimiquement homogènes. 

Cette démarche nous épargnera de confondre les problèmes probables liés à l’introduction 

de la distribution de l’hétérogénéité et ceux liés à la méthode de résolution proprement 

dite. 

 Toutes les résolutions, optimisations et simulations concernent les résultats 

expérimentaux de Benmahdi (2019). Les conditions opératoires et les propriétés physico-

chimiques des milieux sont rappelées à chaque simulation.  

5.1. Contexte expérimental 

Des expériences en colonne en milieu homogène ont réalisées afin d’étudier 

l’adsorption en colonne du phénol sur le charbon actif granulaire (CAG). Les courbes de 

percée d’un traceur de l’eau ont d’abord été déterminées afin d’étudier les mécanismes de 

transport. Les courbes de percée du phénol ont été par la suite déterminées pour étudier le 

couplage transport-adsorption.  

Le montage expérimental utilisé pour réaliser les courbes de percées dans différentes 

conditions opératoires est schématisé sur la figure 5.1. Une colonne chromatographique de 

type Omnifit (Borosilicate glass), à un diamètre de 1cm et une hauteur ajustable (entre 4.5 

cm et 22 cm) par deux pistons contenant des filtres en polyéthylène de porosité 0.25 μm, a 

été utilisée. Elle a été soigneusement remplie par le matériau poreux, le CAG à un diamètre 

de grains compris entre 1.6 mm et 1.25 mm (diamètre moyen étant donc égal à 1.425 mm) 

(Benmahdi 2019). 
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L’alimentation de la colonne en solution s’est faite de bas en haut grâce à une 

pompe à piston de marque ISMATEC (modèle ISM 321C) à débit constant et une 

température constante 25 ± 2°C (Benmahdi 2019).  

Tableau 5.1 : Caractéristiques générales des colonnes utilisées(Benmahdi 2019). 

Dcolonne               Débit     dmoy (particule)  Hauteur  Ɛ 𝝆𝒂                  

(cm) (ml/min) (mm) (cm)  (g/cm
3
) 

1 2 à 4 1.425 4.1 à 22 0.41 0.4629 

 

 

 

Figure 5.1 : Le montage expérimental utilisé pour la détermination des courbes de percées 

(Benmahdi 2019).  

Pour mettre en évidence le comportement hydrodynamique du fluide porteur, l’eau, 

il a fallu utiliser un traceur censé suivre les mêmes chemins que l’eau sans en être retardé 

et pouvant être détecté par conductimétrie. Le chlorure de potassium (KCl), traceur ionique 

de petite taille (anionique monovalents) a été choisi.  
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La colonne est saturée par une solution de KCl 0.01 M (solution de fond) pendant 

18 heures au débit de 2 ml/min. Ensuite, au même débit, un échelon d’une solution de KCl 

0.02 M (traceur de l’eau) est injecté. La concentration du fluide en sortie de la colonne est 

suivie à l’aide d’un conductimètre en ligne de type « Cond 730 Inolab » jusqu’à ce que la 

concentration (c.à.d. la conductivité) en sortie de la colonne, C, soit identique à celle de 

l’entrée (C/C0= 1) (en solutions aqueuses, la conductivité des électrolytes forts évolue 

presque linéairement avec les concentrations jusqu’à 0,01 M) (Benmahdi 2019). 

L’étude expérimentale de l’adsorption en colonne du phénol sur le charbon actif a 

été réalisée par l’injection d’échelons de solutions aqueuses de phénol à différentes 

concentrations. Elle a permis de déterminer les conditions de transport ainsi que la loi 

d’équilibre d’adsorption proprement dite. La convexité de la courbe d’isotherme 

déterminée en colonne (Figure 5.2) suggère une loi favorable. Elle répond bien à une loi de 

Langmuir dont les paramètres sont donnés dans le tableau 5.2.  

Tableau 5.2 : Paramètres d’isotherme d’adsorption de Langmuir à 25 °C (Benmahdi 

2019). 

Modèle  Langmuir 

Paramètres KL (l/mg) qm (mg/g) R
2
 

Valeurs 0.025 125.94 0.996 

 

Figure 5.2 : Isotherme d’adsorption en colonne du phénol sur le CAG à 25 °C 

(Benmahdi 2019). 
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L’hypothèse de l’équilibre local et thermodynamique d’adsorption a été adopté 

pour l’exploitation et l’interprétation des résultats expérimentaux dans l’étude 

expérimentale de l’adsorption en colonne de milieux chimiquement hétérogènes.  

5.2. Estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique des milieux étudiés 

Rappelons que le coefficient de dispersion hydrodynamique DL est estimé à partir 

des expériences sur des milieux homogènes entièrement constitués de charbon actif 

granulaire. Ce même matériau constitue les phases actives du milieu hétérogène. Si ce 

dernier est composé des couches actives de charbon actif granulaire et des couches non 

actives de charbon actif granulaire (saturé en phénol, d’où non actif), ces deux matériaux 

possèdent les mêmes propriétés physiques s’ils diffèrent dans l’activité vis-à-vis du phénol 

(l’adsorbat). Ceci confère donc aux deux milieux la même distribution de porosité donc 

d’accessibilité au fluide porteur, c’est-à-dire, la même dispersion hydrodynamique aussi. 

Ainsi, l’estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique à partir des expériences 

sur les milieux homogènes se justifie pleinement. L’ensemble des paramètres utilisés dans 

cette partie d’étude est presenté dans le tableau suivant :  

Tableau 5.3 : Caractéristiques du milieu poreux et de la solution traceur utilisées dans 

l’estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique.  

Paramètres Notations Valeurs 

Longueur de colonne (cm) 𝐿 11 

Diamètre de colonne (cm) D 1 

Diamètre de particule (cm) dp  0.1425 

Densité (g/cm
3
) 𝜌 0.4629 

Porosité 𝜀 0.41 

Concentration initiale (mol/ l) C0 2 10−2 

Débit (ml/min) Q 1.5 

Pour une colonne de longueur 11 cm et pour un débit égal à 1.5 ml / min, les 

différentes valeurs de DL  obtenues par : la méthode graphique, équation (4.15), et les 

équations empiriques proposées par Blackweel et al. (1959), Pfannkuch (1963). et Bear 

(1972) sont présentées dans le tableau suivant : 
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Tableau 5.4 : Estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique DL. 

Méthodes Corrélations empiriques Méthode graphique 

Bear Blackweel Pfannkuch 

𝑫𝑳(cm
2
/s) 1.82 10

-2
       2.52 10

-1
 1.78 10

-2
 2.89 10

-1
 

D’après ce tableau, les valeurs du coefficient de dispersion longitudinal sont 

variables selon la méthode d’estimation. D'une part, on remarque que les équations de 

Pfannkuch et de Bear donnant des valeurs de 𝐷𝐿 de même ordre de grandeur et d'autre part 

on remarque que la méthode graphique basée sur des mesures de la concentration et la 

corrélation Blackweel fournissant un autre ordre de grandeur.  

Ces résultats mettent en évidence la difficulté à estimer la valeur exacte du DL  au 

seul moyen des formules empiriques et renforcent la nécessité de déterminer ce coefficient 

avec une méthode numérique. Dans ce cas nous allons utiliser la méthode d’optimisation 

des moindres carrés. La méthode donne une valeur de 𝐷𝐿 égale à  1.1 × 10−2𝑐𝑚2/𝑠. Cette 

valeur est du même ordre de grandeur que celles obtenues par les corrélations de Bear et 

Pfannkuch. 

La valeur optimisée est utilisée dans la solution analytique, équation (2.26), pour 

simuler les courbes de percée du KCl (figure 5.3). 
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Figure 5.3 : Comparaison entre la percée expérimentale et analytique simulée en 

utilisant le 𝐷𝐿 estimé par la méthode des moindres carrés. 
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La figure 5.3 donne la variation de la concentration réduite du chlorure de 

potassium en fonction du temps de passage du KCl dans le charbon actif, l’adsorbant. Il est 

clair que la courbe de DTS simulée par le 𝐷𝐿  optimisé selon la méthode des moindres 

carrés est presque superposée avec la courbe expérimentale. Ce résultat permet de conclure 

que la méthode des moindres carrés fournit une valeur de 𝐷𝐿 plus représentative, valeur 

plus précise et plus proche de 𝐷𝐿 spécifique au transport de KCl dans le charbon actif.   

Les valeurs de 𝐷𝐿 prédites par la méthode graphique et les corrélations empiriques 

ont été comparées à la valeur de 𝐷𝐿  prédite par la méthode numérique en utilisant le 

rapport de divergence (DR). Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau suivant : 

Tableau 5.5 : Les DR calculés pour chaque méthode. 

Méthode Bear Blackweel Pfannkuch  Méthode graphique 

𝑫𝑹 0.219 1.36 0.209 1.42 

En comparant les valeurs de DR calculées pour chaque méthode d’estimation à 

zéro, on remarque que la corrélation de Pfannkuch et celle de Bear donnant des valeurs les 

plus faibles, ce qui correspond à des valeurs de 𝐷𝐿  plus proches de la valeur de 𝐷𝐿 

optimisée par la méthode des moindres carrés, tandis que la méthode graphique et la 

corrélation de Blackweel donnant des valeurs de DR plus grandes. Ces résultats nous 

permettent de conclure que la corrélation de Pfannkuch et celle de Bear fournissent dans 

notre cas de meilleures valeurs de 𝐷𝐿  que la méthode graphique et la corrélation de 

Blackweel. De plus, les performances de ces méthodes peuvent être démontrées en traçant 

les courbes de percée simulées, en injectant les valeurs de 𝐷𝐿 estimées par ces méthodes 

dans la solution analytique, et en les comparant à la courbe expérimentale comme il est 

présenté dans la figure 5.4. 
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Figure 5.4 : Comparaison entre les courbes de percée simulées avec les différentes 

valeurs de DL et la courbe de percée expérimentale.  

La figure 5.4 compare les courbes de percée simulées, en utilisant les 𝐷𝐿 calculées 

par la méthode graphique et la méthode empirique, à la percée expérimentale. Il est clair 

que les percées simulées ont des formes variables. L’on remarque qu’une surestimation du 

DL conduire à une courbe de percée totalement différente de celle obtenue 

expérimentalement. En fait, les percées simulées à l'aide des valeurs de 𝐷𝐿calculées par la 

corrélation de Pfannkuch et celle de Bear sont les plus proches de la courbe expérimentale 

par contre les percées simulées par la méthode graphique et la corrélation de Blackweel 

sont plus étalées que celle issue de l’expérience. 

Plusieurs raisons peuvent expliquer ces différences. Tout d’abord, pour la méthode 

graphique la raison principale de la divergence de cette méthode est très probablement due 

à la négligence du deuxième terme de la solution analytique. Une autre raison possible de 

cette différence est due aux hypothèses simplificatrices qui ne sont pas nécessairement 

vérifiées par nos expériences, pour les corrélations empiriques. 

Donc pour avoir des courbes de percée plus proches de la réalité, les courbes 

expérimentales, il est nécessaire de faire une estimation précise du coefficient de 

dispersion hydrodynamique.  
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L'examen du tableau 5.5 et de la figure 5.4 indiquent aussi que les méthodes qui 

donnent des valeurs de DR plus proches de zéro, des coefficients de dispersion 

hydrodynamiques proches de celui obtenu par la méthode des moindres carrés, donnent des 

courbes de percée représentatives de l'expérience. Au contraire, les méthodes qui donnent 

des valeurs de DR supérieures à zéro donnent des courbes de percée très éloignées de celle 

obtenue par l’expérimentale. Pour une colonne de longueur 22 cm et pour un  débit  égal à  

1.5 ml/min, les résultats d’évaluation de ce coefficient sont présentés dans l’annexe B.  

5.3. Evaluation des méthodes de discrétisation 

Après avoir estimé le coefficient de dispersion hydrodynamique, DL , nous allons 

proposer dans cette partie d’étude de vérifier la fiabilité et la précision des trois méthodes 

de discrétisation : méthode des différences finies (MDF), méthode des volumes finies 

(MVF) et méthode des éléments finis (MEF). La procédure concernera l’équation 

d’advection-dispersion du traceur de l’eau, linéaire et dont la solution analytique est 

connue. Par la suite, la méthode sélectionnée sera utilisée pour la résolution de l’équation 

non linéaire.  

En réalité, la question qui se pose est la suivante : est-ce que toutes les méthodes de 

discrétisation  numériques donneront les mêmes résultats ? Même si la réponse à cette 

question paraît évidente, il n’en est forcément le cas. Comme il a été remarqué auparavant, 

la comparaison avec des résultats expérimentaux peut donner des résultats inattendus.  

Ainsi, nous comparerons les percées simulées par ces méthodes à la solution 

analytique en utilisant les données expérimentales de Benmahdi (2019) et considérant la 

valeur optimisée du DL . 

Les percées simulées, analytiques et numériques, sont obtenues à partir des 

programmes établis en Fortran, pour la MDF et MVF, et en Matlab, pour la MEF (voir 

l’annexe A). Les courbes de distribution des temps de séjour, DTS, obtenues à l’aide de ces 

trois méthodes de discrétisation sont présentées en figure 5.5.  
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Figure 5.5: Comparaison des courbes de percée obtenue avec les trois méthodes de 

discrétisation. 

La figure 5.5 montre l’évolution temporelle de la concentration réduite du KCl à la 

sortie de la colonne. Nous observons une relative concordance entre les résultats des trois 

méthodes pour les faibles temps (C/C0 < 0.5) avec une divergence de la courbe de percée 

obtenue avec la méthode des volumes finis par rapport aux deux. 

Dans le but de vérifier la précision de ces trois méthodes de discrétisation, les 

courbes de percée simulées à l’aide de ces méthodes ont  été comparées à la solution 

analytique (figure 5.6).  
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Figure 5.6: Comparaison des solutions numériques à la solution analytique. 

D’après cette figure, les résultats obtenus avec la méthode des différences finies 

sont les plus cohérents avec ceux obtenus avec la méthode analytique. Entre les résultats 

obtenus par la MEF et ceux obtenus par MVF, on observe un écart important entre le MVF 

et la méthode analytique.  

A l’issu de cette comparaison, l’utilisation ultérieure de la méthode des différences 

finies pour discrétiser l’ADE non linéaire se justifie. 

5.4. Evaluation de la méthode de traitement du terme linéaire 

Lors de la simulation du transport de chlorure de potassium (traceur de l’eau) dans 

les milieux étudiés, nous avons trouvé que malgré les écarts entre les résultats obtenus 

numériquement, ceux-ci restent néanmoins cohérents globalement avec les résultats 

expérimentaux (eux-mêmes bien représentés par la solution analytique). Ces résultats nous 

ont permis d’abord de valider nos codes de calculs développés et ont constitué une étape 

essentielle en premier lieu vers l’étude du transport de phénol dans le milieu poreux 

homogène puis vers les études dans le milieu poreux chimiquement hétérogène. 
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Comme nous l’avons déjà vu dans le chapitre précédent, deux techniques et quatre 

schémas numériques ont été utilisés pour résoudre l'équation d'advection dispersion non 

linéaire (en milieu homogène). Encore une fois, l’on se demande si ces techniques et ces 

schémas donnent les mêmes résultats. Et encore une fois, cette partie consiste à comparer 

les résultats de simulation de cette étape utilisant les différents schémas et techniques aux 

résultats expérimentaux. 

Les paramètres utilisés pour étudier le transport du phénol dans le charbon actif 

sont representés dans le tableau suivant : 

Tableau 5.6 : Les valeurs des paramètres utilisés pour simuler le transport du phénol dans 

le charbon actif 

Propriétés Notations Valeurs  

Longueur de colonne (cm) 𝐿 5.5 

Débit (ml/min) Q 2 

Concentration initiale (mg/ l) C0 180 

Constante  de Langmuir (l/mg) KL  0.0255 

Capacité maximale d’adsorption (mg/g) Smax  125.94 

 

5.4.1. Comparaison entre le schéma implicite et la méthode de Runge Kutta 

Les courbes de percée présentées dans la figure ci-dessous sont simulées en 

utilisant la technique d’approximation pour traiter le terme non linéaire et le schéma 

implicite d’un côté, et la méthode de Runge Kutta de l’autre, pour résoudre le système 

discrétisé.   
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Figure 5.7 : Comparaison entre la méthode de Runge Kutta et le schéma implicite. 

La figure 5.7 donne la variation de la concentration du phénol en fonction du temps 

de passage dans le charbon actif. D’après cette figure, nous remarquons que la courbe de 

percée du phénol simulée par la méthode de Runge Kutta et celle simulée par le schéma 

implicite sont en superposition parfaite.  

5.4.2. Comparaison entre la méthode de Picard modifiée et la méthode de Newton-

Raphson  

La comparaison entre la courbe de percée simulée par la méthode de Picard 

modifiée et celle obtenue par la méthode de Newton-Raphson est représentée dans la figure 

5.8. Ces deux schémas de résolution sont utilisés après avoir traité le terme non la linéaire 

par la technique de linéarisation. 
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Figure 5.8 : Comparaison entre la méthode de Picard modifiée et la  méthode de Newton 

Raphson. 

On voit clairement que les courbes de percée simulées sont superposées ce qui 

signifie que les deux méthodes de résolution donnent les mêmes résultats. Pour une 

équation ADE non linéaire traitée avec la technique de linéarisation quelle que soit la 

méthode de résolution utilisée le résultat est toujours le même. 

Le choix du schéma numérique n’est donc pas une étape limitante pour résoudre 

l’équation ADE non linéaire, qu’elle soit traitée avec la technique de linéarisation ou avec 

la technique d’approximation. 

5.4.3. Comparaison entre la technique de linéarisation et la technique 

d’approximation  

La comparaison entre les résultats correspondants aux deux techniques est 

représentée dans la figure 5.9. 
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Figure 5.9: Comparaison entre la technique de linéarisation et la technique 

d’approximation. 

D’après la figure, une divergence flagrante entre les résultats de la technique de 

linéarisation et la technique d’approximation dans le traitement du terme non linéaire. Le 

front de concentration obtenu par la technique d’approximation, schéma de Runge Kutta, 

est précoce par rapport au front de concentration obtenu par la technique de linéarisation, 

schéma de Picard modifié, et plus raide. Les résultats obtenus ne sont pas très concluant, la 

nécessité de les comparer aux courbes expérimentales est évidente. 

5.4.4. Comparaison entre les courbes simulées et la courbe expérimentale  

Pour vérifier l’efficacité et la fiabilité de ces deux techniques par rapport à la 

réalité, nous allons comparer les courbes de percée simulées par ces deux techniques à la 

courbe expérimentale. Les résultats de cette comparaison sont représentés dans la figure ci-

après. 
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Figure 5.10 : Comparaison entre les courbes simulées et la courbe expérimentale. 

La figure 5.10 montre que la technique de linéarisation donne une courbe de percée 

superposée avec la courbe expérimentale par contre la technique d’approximation donne 

une courbe de percée très précoce et beaucoup plus raide que la courbe expérimentale. 

Nous attribuions cela à la simplification utilisée dans la technique d’approximation pour 

calculer le terme non linéaire. Cette observation montre l’efficacité de la technique de 

linéarisation  par rapport à la technique d’approximation pour traiter le terme non linéaire. 

Elle démontre aussi l’intérêt de comparer les résultats de la simulation aux résultats 

expérimentaux.  

En effet, la découverte de l’insuffisance insoupçonnée de la technique 

d’approximation, bien que largement utilisée dans la résolution de ce type d’équation, nous 

a coûté un temps non négligeable dans la recherche de solutions au problème de non 

cohérence entre simulation et expérience. Ce n’est qu’au bout de plusieurs recherches 

approfondies dans les méthodes numériques de traitement des termes non linéaire, que la 

méthode de Picard modifiée a été finalement adoptée pour la suite du travail. Cette partie a 

fait l’objet d’une publication dans le journal Chemical Product and Process Modeling, 

DOI:10.1515/cppm-2019-0130. 
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5.4.5. Résultats de simulation à différentes conditions opératoires 

Afin de confirmer l’efficacité et la fiabilité de la technique de linéarisation pour 

simuler l'adsorption non linéaire du phénol sur un lit fixe de charbon actif granulaire 

(milieu homogène), une comparaison a été faite entre les courbes simulées et 

expérimentales à différentes conditions opératoires. Les paramètres opératoires examinés 

dans cette étude sont le débit d’écoulement, la concentration initiale du phénol et la hauteur 

de lit. Les résultats sont présentés sur les figures (5.11, 5.12 et 5.13). 

La figure 5.11 compare les courbes de percée simulées et expérimentales pour deux 

débits (2 et 4 ml / min) à une concentration initiale de phénol constante (C0 = 180 mg / l) et 

une hauteur de lit constante (L = 4.2 cm). Pour les deux débits, les concentrations simulées 

par la technique d'approximation  et le schéma de Runge Kutta sont toujours Précoces par 

rapport aux concentrations expérimentales. De même, un bon accord est observé entre les 

courbes de percée expérimentales et celles simulées par la technique de linéarisation et le 

schéma de Picard modifié. 
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Figure 5.11 : Comparaison entre les courbes de percée simulées et les courbes 

expérimentales pour différents débits. 

La comparaison entre les courbes de percée simulées et celles données par 

l’expérimentation pour différentes concentrations initiales de phénol (60, 80 et 180 mg/ l) 

est représentée dans la figure 5.12. Le débit et la hauteur du lit d'adsorbant sont maintenus 
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constants (Q = 2 ml / min, L = 4.2 cm). Pour les différentes concentrations, il est clair aussi 

qu'il existe un bon accord entre les données expérimentales et les courbes simulées par la 

technique de linéarisation et le schéma de Picard modifié alors qu'il existe une grande 

différence avec les courbes de percée simulées par la technique d'approximation et le 

schéma de Runge-Kutta. 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

C
/C

0

t(min)

 Experimentale

 TL : schéma de Picard modifié

 TA : schéma deRunge Kutta

L=4,2cm,Q=2ml/min,C
0
=60ppm

0 500 1000 1500 2000 2500
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

C
/C

0

t(min)

 Experimentale

 TL : schéma de Picard modifié

 TA : schéma de Runge Kutta

L=4.2cm,Q=2ml/min,C0=80ppm

 

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

C
/C

0

t(min)

 Experimentale

 TL : schéma de Picard modifié

 TA : schéma de Runge Kutta

L=4.2cm,Q=2ml/min,C
0
=180ppm

 

Figure 5.12 : Comparaison entre les courbes de percée simulées et les courbes 

expérimentales pour différentes concentrations. 

Les courbes de percée expérimentales et simulées pour les deux hauteurs de lit (4.2 

cm et 5.5 cm) sont représentées dans la figure 5.13. Le débit et la concentration de phénol 

sont maintenus constants (Q = 2 ml / min, C0 = 180 mg / l). Globalement, les constatations 

faites dans le cas de différents débits se retrouvent pour différentes hauteurs. On observe 
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un grand écart entre les courbes expérimentales et les courbes simulées par la technique 

d’approximation et le schéma de Runge-Kutta. Les courbes de percée simulées par la 

technique de linéarisation et le schéma de Picard modifié sont toujours en bon accord avec 

les courbes expérimentales. Il convient de conclure que la technique de linéarisation 

représente aussi les courbes de percée expérimentales pour toutes les longueurs de lit. 
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Figure 5.13 : Comparaison entre les courbes de percée simulées et les courbes 

expérimentales pour différentes hauteurs de lit. 

Selon ces résultats, on remarque que les courbes de percée simulées par la 

technique de linéarisation sont toujours cohérentes avec les courbes expérimentales pour 

toutes les conditions opératoires et que les courbes de percée simulées par la technique 

d’approximation sont toujours précoces aux courbes expérimentales. En effet la forme 

mixte utilisée par la technique de linéarisation assure une bonne conservation de masse et 

une grande précision et stabilité numérique quelle que soit la méthode de résolution 

utilisée, Picard modifiée ou Newton-Raphson. Par contre le terme non linéaire approximé 

dans l’équation (4.17) engendre une erreur numérique que l’on nomme la dispersion 

numérique et cela quelle que soit le schéma de résolution utilisé, implicite ou Runge-Kutta. 

Ces résultats indiquent que la technique de linéarisation est capable de résoudre l'équation 

d'advection-dispersion non linéaire et de décrire correctement la dynamique d'adsorption 

non linéaire du phénol dans un lit fixe de charbon actif granulaire, contrairement à la 

technique d'approximation.  
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Au final, nous pouvons conclure que la comparaison des résultats de la simulation 

aux résultats expérimentaux est primordiale dans le choix de la technique du traitement de 

terme non linéaire afin de décrire correctement le transport-adsorption non linéaire des 

contaminants dans les milieux poreux. 

5.5. Conclusion  

Après avoir décrit dans le chapitre précédent les différentes méthodes utilisées pour 

évaluer le coefficient de dispersion hydrodynamique, les différentes étapes utilisées pour 

discrétiser l’équation du transport de soluté inerte et les différentes techniques utilisées 

pour traiter le terme non linéaire apparaissant dans l’équation du transport de soluté 

interactif, nous avons évalué dans ce chapitre la fiabilité et la précision de chacune de ces 

méthodes et techniques. Cette comparaison a été réalisée en comparant à chaque étape les 

différents résultats de simulation aux résultats expérimentaux correspondant obtenus par 

Benmahdi (2019). Les résultats de simulation sont obtenus en utilisant des codes de calcul 

établis en langage Fortran et Matlab.  

Un certain nombre de conclusions peut être avancé :  

(1). La détermination graphique et par des corrélations empiriques du coefficient de 

dispersion hydrodynamique longitudinal ne reproduisent pas toujours 

correctement ce coefficient. Elles peuvent conduire à une évaluation erronée. Le 

mode de calcul de ce coefficient influe fortement sur les résultats de simulation. 

L'estimation précise du coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal 

est requise. 

(2). La détermination numérique du coefficient de dispersion hydrodynamique 

longitudinal en utilisant des méthodes d’optimisation reflète le véritable 

comportement d’un polluant dans un milieu poreux. 

(3). Pour résoudre les ADE non linéaire, la technique de linéarisation est une 

méthode efficace, contrairement à la technique d’approximation, pourtant 

connue pour être performante et est largement utilisée. Ce résultat est 

extrêmement important, car il démontre l’importance de valider les modèles et 

les code de calcul par des comparaisons avec des résultats expérimentaux. 

Enfin, ces résultats nous ont permis de valider nos codes de calculs développés. 

Cette étude constitue donc une étape préliminaire et de base pour l’étude du transport de 

soluté interactif dans un milieu poreux chimiquement hétérogène. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre VI 

Optimisation du coefficient de dispersion axiale en 

milieux chimiquement hétérogènes 
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CHAPITRE VI 

OPTIMISATION DU COEFFICIENT DE DISPERSION AXIALE EN MILIEUX 

CHIMIQUEMENT HETEROGENES 

 

 Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les résultats qui ont permis 

d’évaluer un certain nombre de méthodes de résolution de l’équation d’advection-

dispersion non linéaire pour choisir celles qui serviront dans la présente partie. 

L’évaluation des méthodes a été effectuée en comparant les résultats de simulation les uns 

aux autres puis aux résultats expérimentaux. Evidemment, afin de s’assurer des 

performances des méthodes choisies, la validation a été réalisée par la simulation 

d’expériences de traçage de milieux chimiquement homogènes dont tous les paramètres 

sont connus et maîtrisés. Dans ce dernier chapitre, nous arrivons enfin à l’étude de la 

relation entre l’hétérogénéité chimique du milieu adsorbant et la dispersion axiale de 

l’adsorbat. Nous procéderons, comme pour les milieux homogènes, par ma simulation de 

résultats expérimentaux tenant compte des conditions opératoires ainsi que des 

caractéristiques physico-chimiques des milieux hétérogènes.  

6.1. Méthodologie 

6.1.1. Outils et méthodes de calculs 

En rappelant la problématique et la démarche expliquées au chapitre quatre, 

l’objectif de l’étude est d’optimiser le coefficient de dispersion axiale pour un adsorbat 

dans un lit fixe chimiquement hétérogène. La première étape a été la mise en équation du 

procédé d’adsorption en lit fixe en introduisant la distribution de l’hétérogénéité chimique. 

Il s’agit seulement de multiplier le terme d’accumulation en phase stationnaire par la 

probabilité de rencontrer un site actif, Φ z  (équation 4.6 que l’on rappelle ci-dessous) : 

 u
∂C(𝑧 ,𝑡)

∂z
+

∂C(𝑧 ,𝑡)

∂t
+ Φ 𝑧 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥  𝐾𝑙

1−𝜀

𝜀

𝜕

𝜕𝑡
 

 𝐶(𝑧 ,𝑡)

1+𝐾𝑙  𝐶(𝑧 ,𝑡)
 = DL

∂2C(𝑧 ,𝑡)

∂z2           (6.1)

 Dans ce travail, il est déjà supposé que la valeur du coefficient de dispersion 

hydrodynamique ne peut suffire pour simuler et quantifier l’étalement des courbes de 

percées de l’adsorbat issues des milieux hétérogènes. Il convient donc de rechercher la 

valeur du coefficient dit axial mais pas hydrodynamique, bien que noté DL, et en 

particulier de le relier au degré de l’hétérogénéité. Comme pour l’étude réalisée pour 
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l’évaluation des méthodes de calcul, rappelons que le KCl est choisi comme traceur de 

l’eau, que le phénol constitue l’adsorbat, et que les distribution des temps de séjour, DTS, 

(courbes de percée) sont déterminées à des débits vérifiant les conditions de l’équilibre 

local (transfert entre phases instantané). 

La procédure générale consiste en la résolution de l’équation (6.1) en optimisant le 

coefficient de dispersion axiale DL. Suite aux résultats du chapitre cinq, les méthodes et 

outils de calcul adoptés sont les suivants : 

1. Discrétisation de l’équation d’advection-dispersion par la méthode des différences 

finies. 

2. Linéarisation du terme non linéaire dû à l’accumulation en phase solide par la 

méthode de Picard modifiée. 

3. Simulation des courbes de percée du phénol (adsorbat) en milieux hétérogènes 

utilisant les valeurs du coefficient de dispersion axiale hydrodynamique, c’est-à-

dire optimisées à partir des courbes de percées du traceur de l’eau ; 

4. Simulation des courbes de percée du phénol en milieux hétérogènes en optimisant 

la valeur du coefficient de dispersion axiale (propre à l’adsorbat, le phénol) par la 

méthode des moindres carrés.  

6.1.2. Désignation des paramètres de l’hétérogénéité 

La résolution de l’équation (6.1) nécessite la connaissance de la distribution Φ z . 

Toujours selon le modèle de l’hétérogénéité chimique adopté (figure 4.1 que l’on rappelle 

ci-dessous), Φ z  est en réalité déterministe bien qu’inspirée du processus probabiliste de 

Bernoulli. En effet, les milieux expérimentés ayant été synthétisés dans ce but, l’on 

maîtrise parfaitement la position des grains actifs et ceux non actifs.  

 

 

Figure 6.1 : Milieu hétérogène reparti en zone active et zone non active. 

 

Couche active (𝑙1) Couche non active  (𝑙2) 

Z 
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l1/L=0.0312 
𝜸 = 𝟎.𝟑𝟕𝟓 

l1/L=0.125 
𝜸 = 𝟎.𝟑𝟕𝟓 

l1/L=0.0625 
𝜸 = 𝟎.𝟑𝟕𝟓 

La valeur moyenne de la distribution de l’hétérogénéité, , influence directement le 

degré de l’hétérogénéité. Ainsi, on peut considérer son inverse, 1/γ, comme un paramètre 

représentatif de l’hétérogénéité puisque cette dernière diminue avec l’augmentation de . 

Le choix de ce modèle de l’hétérogénéité se justifie justement par l’accessibilité de  

puisqu’elle est expérimentalement maîtrisée.  

 D’un autre côté, l'épaisseur relative de la couche active par rapport à la longueur de 

la colonne, l1/ L , est aussi un paramètre quantificatif de l'hétérogénéité (également 

accessible puisque les épaisseurs des couches alternées sont maitrisées et connues). Pour la 

même valeur moyenne de la distribution de l’hétérogénéité, donc pour la même capacité, , 

l’épaisseur de la couche active par rapport à la longueur de la colonne peut être variée et 

donc modifier la distribution de l’hétérogénéité Φ z .  

De plus, pour la même épaisseur de couche active, le nombre de couches actives 

augmente avec l'augmentation de γ et pour la même longueur de milieu, car les distances 

entre couches actives diminuent. 

 Ainsi, on remarque que trois paramètres possèdent des effets interdépendants sur le 

degré d’hétérogénéité et donc auront des effets aussi interdépendants sur le coefficient de 

dispersion axiale. Pour cela, nous avons décidé de procéder dans l’étude paramétrique de la 

relation hétérogénéité chimique – dispersion axiale de l’adsorbat de la manière suivante : 

1. Pour la même capacité, , et la même longueur, L, étudier l’effet du rapport de 

l’épaisseur de la couche active à la longueur de la colonne, l1/ L, sur le coefficient 

de dispersion axiale DL. La variation de l1/ L est illustrée par l’exemple de la figure 

ci-après : 

 

 

 

 

 

Figure 6.2 : Exemples de différentes distributions de l’hétérogénéité pour la même 

capacité (𝛾=0.375). 

2. Reproduire l’étape 1 pour différentes valeurs de  à même longueur L (voir le 

tableau ci-dessous), puis pour différentes valeurs de L. Ces séries de simulation 
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nous permettront d’abord d’isoler les effets du degré de l’hétérogénéité, de la 

capacité et de la longueur, puis d’en examiner les effets couplés.  

Tableau  6.1: Distribution expérimentale de l'hétérogénéité chimique à longueur de 

colonne constante L=11cm. 

 0.125 0.125 0.125 0.125 0.25 0.25 0.25 0.25 0.375 0.375 0.375 0.375 

1/ 8 8 8 8 4 4 4 4 2.667 2.667 2.667 2.667 

l1/L 0.03125 0.04166 0.0625 0.125 0.03125 0.04166 0.0625 0.125 0.03125 0.04166 0.0625 0.125 

6.1.3. Corrélations du coefficient de dispersion axiale en fonction de , l1/L et L  

Pour chaque série d’expériences, le coefficient de dispersion axiale optimisé pour 

l’adsorbat est corrélé à , l1/L, et L grâce à un programme sous Matlab (2010b) utilisant les 

techniques statistiques ANOVA. L’objectif de cette partie est de quantifier les influences 

individuelles ainsi qu’interdépendantes des différents paramètres sur le coefficient de 

dispersion.  

6.2. Résultats et discussion 

6.2.1. Optimisation du coefficient de dispersion axiale pour l’adsorbat 

1. Variation de l’hétérogénéité et de la capacité à longueur de colonne constante 

Des courbes de percée du traceur de l’eau ont été mesurées sur des milieux 

différemment hétérogènes, de longueur de 11 cm, et traversés par un écoulement continu 

de fluide porteur à un débit de 2ml/min. Rappelons qu’à ce débit, les conditions de 

l’équilibre local sont vérifiées (Benmahdi 2019). 

La simulation des courbes de percée du traceur de l’eau issues de milieux 

homogènes et de milieux hétérogènes a confirmé l’hypothèse que tous les milieux 

possèdent des propriétés hydrodynamiques identiques puisqu’ils possèdent des propriétés 

physiques identiques. L’optimisation du coefficient de dispersion hydrodynamique à partir 

des DTS du KCL a en effet aboutit à la même valeur pour tous les milieux comme il est 

montré par le tableau 6.2. 

Les essais de simulation des courbes de percée du phénol utilisant la valeur du 

coefficient de dispersion hydrodynamique ont cependant donné des résultats très éloignés 

des courbes expérimentales. La figure 6.3 le montre si bien. 
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Figure 6.3: Comparaison des courbes de percée simulées du phénol utilisant le 𝐷𝐿 

hydrodynamique et des courbes expérimentales (=0.125, L=11cm). 

Pour que la résolution de l’équation d’advection-dispersion parvienne à représenter 

les courbes de percée du phénol, il a été nécessaire d’optimiser les valeurs du coefficient de 

dispersion axiale y correspondant. Les courbes simulées confrontées aux expérimentales 

sont représentées dans la figure 6.4. 
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Figure 6.4: Comparaison des courbes de percée simulées par le 𝐷𝐿 optimisé pour le 

phénol et des courbes expérimentales : (=0.125, L=11cm). 

Les valeurs pour le phénol sont nettement supérieures à celles obtenues pour le KCl 

comme le montre le tableau 6.2 : 
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Tableau 6.2: Comparaison des coefficients de dispersion du traceur de l’eau et du phénol  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Effet de la longueur du milieu sur la relation hétérogénéité-dispersion 

 Dans cette partie, les milieux expérimentés ont des longueurs différentes mais 

présentent les mêmes épaisseurs de couche active et de couche non active. Il en résulte 

qu’ils aient la même distribution de l’hétérogénéité Φ z  mais des capacités variables. Le 

tableau 6.3 regroupe les caractéristiques de ces milieux ainsi que les valeurs des 

coefficients de dispersion axiales optimisées. Un exemple de comparaison entre les percées 

simulées et les percées expérimentales est illustré dans la figure 6.5. 

 

𝜸 𝒍𝟏
𝑳

 
𝟏 𝜸  Traceur de l’eau Adsorbat 

𝑫𝑳 𝑫𝑳𝑶𝒑𝒕
 

0.125 0.03125 8 0.015 0.75 

0.125 0.0416 8 0.015 0.66 

0.125 0.0625 8 0.015 0.51 

0.125 0.125 8 0.015 0.12 

0.25 0.03125 4 0.015 1.17 

0.25 0.0416 4 0.015 0.93 

0.25 0.0625 4 0.015 0.87 

0.25 0.125 4 0.015 0.45 

0.375 0.03125 2.6667 0.015 1.40 

0.375 0.0416 2.6667 0.015 1.35 

0.375 0.0625 2.6667 0.015 1.33 

0.375 0.125 2.6667 0.015 1.00 
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Figure 6.5 : Comparaison des percées simulées utilisant le 𝐷𝐿 de phénol et des courbes 

expérimentales à différentes longueurs de la colonne (𝛾=0.3125 et l1=1.71875cm). 

Tableau 6.3: DL optimisé aux différentes valeurs de 𝛾 et L. 

𝜸 L 𝒍𝟏
𝑳

 
𝑫𝑳𝑶𝒑𝒕

 

0.125 5.5 0.125 0.065 

0.1875 5.5 0.1872 0.09 

0.25 5.5 0.25 0.15 

0.3125 5.5 0.3109 0.2 

0.125 11 0.0625 0.48 

0.1875 11 0.0936 0.54 

0.25 11 0.125 0.76 

0.3125 11 0.1555 0.93 

0.125 16.5 0.0416 1.22 

0.1875 16.5 0.0624 1.27 

0.25 16.5 0.0833 1.32 

0.3125 16.5 0.1036 1.41 

6.2.2. Etude des variations du coefficient de dispersion axiale avec , l1/L et L  

Initialement, on trace les variations du coefficient de dispersion optimisé pour 

l’adsorbat en fonction de l1/L à différentes capacités (figure 6.6). Cette figure montre une 

diminution du DL pouvant être approchée par une loi linéaire de l1/L, c'est-à-dire avec une 

augmentation de l'hétérogénéité chimique à la même capacité.  
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Figure 6.6: Variation du coefficient de dispersion optimisé en fonction de la distribution 

de l’hétérogénéité, l1/L, à différentes . 

Pour le même l1/L, le coefficient de dispersion du phénol augmente lorsque  

augmente aussi (figure 6.7), contrairement à ce qui était prévu. En effet, l’augmentation de 

la capacité pour une adsorption favorable s’oppose en milieux homogènes au processus de 

dispersion. En réalité, 1/ représente d'une part la capacité moyenne, et d'autre part 

l'hétérogénéité moyenne. Cette dernière diminue lorsque  augmente. Cela signifie que le 

coefficient de dispersion augmente au même l1/L, c’est-à-dire lorsque l'hétérogénéité 

diminue. Ce comportement est contradictoire avec la relation connue entre adsorption 

favorable et dispersion.  

 

Figure 6.7 : Variation du coefficient de dispersion optimisé en fonction de la capacité, , à 

différentes distributions de l’hétérogénéité, l1/L. 
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Semra et al (2008) avaient mentionné, en effet, une augmentation linéaire de la 

dispersion du toluène avec l'augmentation de l'hétérogénéité. Dans l’étude de Semra et al. 

(2008), l'interaction consistait en un équilibre d'adsorption linéaire, et l'hétérogénéité 

chimique consistait en un mélange aléatoire de grains actifs et non actifs. Le paramètre de 

quantification de l'hétérogénéité consistait tout simplement en la distance moyenne entre 

deux grains actifs successifs dans le sens longitudinal. 

La variation de DL du phénol en fonction de la capacité d’adsorption pour 

différentes longueurs de la colonne est illustrée en figure 6.8. Cette figure montre que le DL 

du phénol augmente avec l’augmentation de 𝛾 pour une longueur de colonne constante. La 

figure 6.9 montre aussi que le DL augmente avec l’augmentation de la longueur du lit 

lorsque  est constante.  

 

Figure 6.8: Variation du coefficient de dispersion optimisé en fonction de  à différentes 

longueurs de la colonne. 
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Figure 6.9 : Variation du coefficient de dispersion optimisé en fonction de L à 

différentes . 

On observe une augmentation du coefficient de dispersion axiale avec la longueur 

et ce quelle que soit la capacité du milieu. On observe également une augmentation avec la 

capacité comme indiqué plus haut. Ces deux résultats ne semblaient pas attendus puisque 

l’on admet que plus un lit fixe est long, moins la dispersion hydrodynamique est 

importante. Cependant, on remarque que les valeurs optimisées du DL du phénol sont 

rapprochées aux faibles longueurs et aux longueurs importantes, alors qu’elles sont plutôt 

bien distinctes pour les longueurs moyennes. Basée sur des travaux d’autres auteurs 

(Semra et al., 2008 ; Benmahdi 2019), l’augmentation de la dispersion avec l’hétérogénéité 

finit par atteindre une valeur limite. Cela signifie que les effets de l’hétérogénéité sont peu 

visibles aux très faibles échelles comparées à la longueur, et également aux très grandes 

échelles comparées à la longueur. Ceci pose un véritable problème d’extrapolation à des 

dimensions beaucoup plus grandes en conservant l’échelle de l’hétérogénéité. 

6.2.3. Modélisation statistique du coefficient de dispersion axiale du phénol 

Les représentations graphiques du paragraphe précédent donnent une idée sur les 

influences individuelles et couplées des différents paramètres sur le coefficient de 

dispersion axiale de l’adsorbat de manière qualitative. Afin d’examiner quantitativement 

ces influences sur la relation hétérogénéité-dispersion, nous avons procédé à une 

modélisation statistique du coefficient de dispersion axiale, basée sur les données 

expérimentale. La modélisation permet l’obtention d’une corrélation sous forme de 

polynôme, appelé polynôme de régression. Les polynômes développés seront révélés 

4 6 8 10 12 14 16 18

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

D
L

L

 gamma=0.125

 gamma=0.1875

 gamma=0.25

 gamma=0.3125



Chapitre VI    Optimisation du coefficient de dispersion axiale en milieux chimiquement hétérogènes 

115 
 

ensuite à l'aide de la technique d’analyse statistique des variances des facteurs de réponse 

(ANOVA). Le modèle quadratique est donné par la relation suivante : 

𝑌 = 𝑏0 +  𝑏𝑖
𝑁
𝑖=1 𝑥𝑖 +  𝑏𝑖𝑖

𝑁
𝑖=1 𝑥𝑖

2 +   𝑏𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 𝑥𝑖  𝑥𝑗 + ⋯𝑁

𝑖=1            (6.2) 

Avec : 

 𝑌 : La réponse prédite. 

 𝑏0 : Coefficient d'interception. 

 𝑏𝑖  : Coefficient linéaire. 

 𝑏𝑖𝑖  : Coefficient quadratique 

 𝑏𝑖𝑗  : Coefficient d'interaction. 

 𝑥𝑖  et 𝑥𝑗  : Les valeurs codées des variables. 

La modélisation est réalisée sur trois étapes :  

1. Modèle reliant DL à  et l1/L (à longueur de milieu constante). 

2. Modèle reliant DL à  et L. 

3. Modèle reliant DL à , l1/L et L. 

Les coefficients de dispersion prévus sont obtenus à l’aide des programmes 

s’écrivent en langage Matlab. Ces coefficients prévus par les modèles statistiques seront 

comparés ensuite aux valeurs optimisées afin de valider les modèles.  

1. Modèle reliant DL à  et l1/L 

Le polynôme de régression obtenu est donné par l'équation suivante : 

𝐷𝐿𝑃𝑟 é𝑑
=  2.9098 − 0.2641  

1

𝛾
 − 35.2121  

𝑙1

𝐿
 +   0.0168  

1

𝛾
 

2

− 5.5382  
1

𝛾
  

𝑙1

𝐿
 + 680.4017  

𝑙1

𝐿
 

2

+

0.3906   
1

𝛾
 

2

 
𝑙1

𝐿
 + 5.7946  

1

𝛾
  

𝑙1

𝐿
 

2

 − 3219.0158  
𝑙1

𝐿
 

3

              (6.3) 

Le modèle polynomial développé, équation (6.3), montre des effets couplés entre 

l’hétérogénéité moyenne, (1/), et l'hétérogénéité chimique du milieu, l1/L, à différents 
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niveaux, exprimés par des produits des termes respectifs. Les valeurs du coefficient de 

dispersion calculées par le polynôme ci-dessus sont comparées aux valeurs optimisées dans 

le tableau suivant :  

Tableau 6.4 : Comparaison des valeurs optimisées et des valeurs prédites par le modèle 

statistique du coefficient de dispersion du phénol pour L=11cm.  

𝜸 𝒍𝟏
𝑳

 
𝟏 𝜸  Adsorbat 

𝑫𝑳𝑶𝒑𝒕
 𝑫𝑳𝑷𝒓é𝒅

 

0.125 0.03125 8 0.75 0.7766 

0.125 0.0416 8 0.66 0.6268 

0.125 0.0625 8 0.51 0.5144 

0.125 0.125 8 0.12 0.1222 

0.25 0.03125 4 1.17 1.1128 

0.25 0.0416 4 0.93 0.9801 

0.25 0.0625 4 0.87 0.8890 

0.25 0.125 4 0.45 0.4381 

0.375 0.03125 2.6667 1.40 1.4307 

0.375 0.0416 2.6667 1.35 1.3330 

0.375 0.0625 2.6667 1.33 1.3066 

0.375 0.125 2.6667 1.00 1.0097 

    𝜺%                                                                                 2.7147 

 𝑹𝟐                                                                                  0.9943 

Le tableau 6.5 regroupe les valeurs du résidus de somme de carrés, 𝑅2, 𝑅2ajusté, la 

valeur de Fisher, F, et la valeur de probabilité, Prob>F.  

Tableau 6.5 : Analyse statistique de variance (ANOVA) pour le modèle quadratique du 

facteur de réponse DL équation (6.3). 

Résidus de somme de carrés 𝑹𝟐 (COD) 𝑨𝒅𝒋 − 𝑹𝟐 Valeur F Prob>F 

9.93 10
-3

 0.9943 0.9938 1751.046 1.4710
-12

 

L'analyse de ce tableau donne des informations précieuses sur la qualité de 

l'ajustement du modèle et la pertinence du modèle développé. Selon ce tableau, on voit 

que: 

 La valeur de 𝑅2 calculée par l’ANOVA est très proches de 1, ce qui signifie qu'il existe 

une très forte corrélation entre les valeurs optimisées et les valeurs prédites par le 
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polynôme (figure 6.10). Cette valeur est égale à la valeur de 𝑅2  calculée par le 

programme Matlab (voir tableau 6.4). 

 La valeur de  𝑅2ajusté, 𝐴𝑑𝑗 − 𝑅2, est très proche de la valeur de  𝑅2. 

 La valeur F de Fisher calculée est très supérieure à la valeur F de Fisher tabulée 

(2.9130 à un niveau de confiance de 95%). 

 La valeur de Prob> F est inférieure à 0.05, ce qu’implique que le modèle est 

significatif. 

Les valeurs de DL optimisées et prédites sont présentées dans la figure 6.10. Cette 

figure montre une bonne corrélation entre ces grandeurs ainsi que la validité du modèle 

développé dans cette gamme de variation de 𝛾 et l1/L.  

 

Figure 6.10 : Comparaison entre les valeurs optimisées et prédites. 

 Ces résultats permettent de conclure que le modèle développé, équation (6.3), 

donne une bonne prédiction du DL dans l’intervalle des variables étudiées, 𝛾 et 𝑙1/𝐿. Il est 

statistiquement significatif. L’intérêt du polynôme consiste en la représentation dans une 

surface de réponse des influences couplées des deux paramètres sur la variation du 

coefficient de dispersion. La surface de réponse présenté dans la figure 6.11 montre en 

effet que plus la capacité d’adsorption est grande, donc plus (1 𝛾 ) est faible, plus le 

coefficient de dispersion est grand à des valeurs faibles de l1/L.   
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Figure 6.11 : Surface de réponse pour le coefficient de dispersion: couplage entre effet 

respectifs de 1/𝛾 et de l1/L. 

2.  Modèle reliant DL à  et L 

La modélisation statistique du coefficient de dispersion du phénol donne un 

polynôme d’ordre deux le reliant à la longueur du milieu et à la capacité, . Les valeurs de 

DL prédites sont comparées aux valeurs optimisées dans le tableau 6.6. 

Tableau 6.6: Comparaison des valeurs du DL optimisées et prédites à différentes 𝛾 et L. 

𝜸 L 𝒍𝟏
𝑳

 
𝑫𝑳𝑶𝒑𝒕

 𝑫𝑳𝑷𝒓é𝒅
 

0.125 5.5 0.125 0.065 0.0197 

0.1875 5.5 0.1872 0.09 0.0713 

0.25 5.5 0.25 0.15 0.1520 

0.3125 5.5 0.3109 0.2 0.2620 

0.125 11 0.0625 0.48 0.5593 

0.1875 11 0.0936 0.54 0.6187 

0.25 11 0.125 0.76 0.7072 

0.3125 11 0.1555 0.93 0.8248 

0.125 16.5 0.0416 1.22 1.1752 

0.1875 16.5 0.0624 1.27 1.2423 

0.25 16.5 0.0833 1.32 1.3385 

0.3125 16.5 0.1036 1.41 1.4640 

𝜺%                                                                                          15.2706  

𝑹𝟐                                                                                           0.9869 

Le polynôme obtenu s’écrit : 

𝐷𝐿𝑃𝑟𝑒𝑑
=  −0.4438 + 0.0745   𝛾 − 0.4653𝐿 +   0.0013 𝛾2 + 3.7333 𝐿2 + 0.0225 𝛾𝐿            (6.4) 
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Ce modèle montre qu’il existe un terme de produit entre  et L, cela signifie que les 

effets de  et L sont également couplés. Cet effet a été aussi montré en traçant la surface de 

réponse (figure 6.12.a). Cette surface montre que les DL les plus importants correspondent 

aux valeurs élevés des deux variables. Cependant, si l’on considère le tableau 6.6, l’on 

remarque que les valeurs de DL prédites par le modèle (6.4) présentent un écart par rapport 

aux valeurs expérimentales (figure 6.12.b). Cela signifie que la considération de deux 

paramètres,  et L, n’est pas suffisante pour prédire le coefficient de dispersion axiale pour 

un adsorbat en milieu hétérogène. Cela signifie par conséquent que la valeur moyenne de 

la distribution de l’hétérogénéité ne peut représenter à elle seule l’hétérogénéité.  

Tableau 6.7 : Analyse statistique de variance (ANOVA) pour le modèle quadratique du 

facteur de réponse DL équation (6.4). 

Résidus de somme de carrés 𝑹𝟐 (COD) 𝑨𝒅𝒋 − 𝑹𝟐 Valeur F Prob>F 

0.03811 0.98687 0.98556 751.7988 9.6510
-11

 

 

 

Figure 6.12 : (a): Surface de réponse pour le coefficient de dispersion: couplage entre effet 

respectifs de la longueur de la colonne et de la capacité (b): Corrélation entre les valeurs 

optimisées et prédites. 

3. Modèle reliant DL à , l1/L et L. 

La considération à la fois de la valeur moyenne de la distribution de l’hétérogénéité, 

 qui est aussi la capacité du milieu, de l’épaisseur de la couche active rapportée à la 

longueur ainsi que la longueur du milieu, dans la modélisation statistique s’avère 

nécessaire. Pour cela, nous avons réutilisé les données expérimentales présentées dans le 
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tableau 6.6 pour développer un nouveau modèle reliant la dispersion à ces trois paramètres 

(𝛾, l1/L, L).   

Le polynôme s’écrit : 

𝐷𝐿𝑃𝑟 é𝑑
= 0.0149  − 37.5938    𝛾 + 3.6349  

𝑙1

𝐿
 − 0.0199𝐿 − 10.8738  𝛾2 − 54.7487  

𝑙1

𝐿
 

2

+

0.0060  𝐿2 + 69.0632  𝛾  
𝑙1

𝐿
 + 0.1467  𝛾𝐿 +5.9197 

𝑙1

𝐿
 𝐿                         (6.5) 

Ce polynôme montre aussi des effets couplés entre les différentes grandeurs, 

montrés par des produits des termes correspondant deux à deux : 𝛾 ×  
𝑙1

𝐿
 , 𝛾 × 𝐿 et  

𝑙1

𝐿
 × 𝐿.  

Tableau 6.8 : Valeurs optimisées et valeurs prédite du DL à différentes 𝛾, 𝑙1/𝐿 et L. 

 

                

La comparaison entre les DL prédits par modèle (6.5) et les valeurs optimisées 

montre un très bon accord confirmé par les résultats du tableau 6.9 et la figure 6.13.d.  

Tableau 6.9 : Analyse statistique de variance (ANOVA) pour le modèle quadratique du 

facteur de réponse DL équation (6.5). 

Résidus de somme de carrés 𝑹𝟐 (COD) 𝑨𝒅𝒋 − 𝑹𝟐 Valeur F Prob>F 

0.00146 0.9995 0.99945 20073.86 0 

 

L 𝜸 𝒍𝟏
𝑳

 
𝑫𝑳𝑶𝒑𝒕

 𝑫𝑳𝑷𝒓é𝒅
 

5.5 0.125 0.125 0.065 0.0658 

5.5 0.1875 0.1872 0.09 0.0873 

5.5 0.25 0.25 0.15 0.1529 

5.5 0.3125 0.3109 0.2 0.1990 

11 0.125 0.0625 0.48 0.4743 

11 0.1875 0.0936 0.54 0.5581 

11 0.25 0.125 0.76 0.7412 

11 0.3125 0.1555 0.93 0.9365 

16.5 0.125 0.0416 1.22 1.2256 

16.5 0.1875 0.0624 1.27 1.2526 

16.5 0.25 0.0833 1.32 1.3379 

16.5 0.3125 0.1036 1.41 1.4039 

  𝜺%                                                                                     1.4990 

𝑹𝟐                                                                                       0.9995 



Chapitre VI    Optimisation du coefficient de dispersion axiale en milieux chimiquement hétérogènes 

121 
 

 

 

 

 

Figure 6.13 : Surfaces de réponse pour le coefficient de dispersion: (a) effet de 𝛾 et 𝑙1/𝐿 

(L=11cm), (b) effet de 𝛾 et L (𝑙1/𝐿 =0.1334), (c) effet de 𝑙1/𝐿 et L (𝛾 =0.2188), (d) : 

Corrélation entre les valeurs optimisées et prédites. 

 Si l’on observe les surfaces de réponse du coefficient de dispersion en fonction des 

paramètres influençant deux à deux (ce sont également les différents niveaux de couplage 

des effets), on trouve : 

1. Une variation quasi linéaire de pente positive, synonyme d’actions respectives 

opposées, en ce qui concerne les effets de la capacité et du rapport l1/L. Il est en 

effet logique que ces deux paramètres agissent de manière opposée puisque 

l’augmentation de la capacité dans le cas d’une adsorption favorable s’oppose à la 

dispersion même en milieux homogènes. Par ailleurs, l’augmentation de l’épaisseur 

de la couche active engendre des disparités importantes dans la distribution de la 

concentration engendrant des gradients de concentration importants et donc 

induisant une augmentation de la dispersion. 

2. Une variation quasi linéaire de pente positive aussi pour les effets couplés de la 

longueur de milieu et de la capacité. Si les grandes longueurs sont censées 

engendrer une diminution de la dispersion dans les milieux homogènes, l’on 
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remarque dans la surface de réponse (figure 6.13.b) qu’au contraire, elles ont un 

moindre effet que la capacité lorsqu’elle celle-ci est faible. En effet, dans ce dernier 

cas,  devient représentative de l’hétérogénéité : celle-ci est d’autant plus forte que 

 est faible. 

3. Pour le dernier cas, c’est-à-dire l’influence couplée de l1/L et de L, elle est plutôt 

parabolique vers les faibles valeurs puis devient quasi-linéaire pour les valeurs 

élevées. On y retrouve également le même effet dominant de l’hétérogénéité aux 

plus fortes valeurs que celui de la longueur.  

6.3. Conclusion 

 A l’issue de cette partie, l’on rappelle les principaux résultats et leurs 

significations : 

 Les 𝐷𝐿   obtenues à pour l’adsorbat en milieu poreux chimiquement hétérogène 

sont largement supérieurs à ceux obtenus à partir des DTS du KCl.  

Cela signifie que l’introduction de la distribution spatiale de l’hétérogénéité dans 

l’équation d’advection-dispersion représentant le transport interactif ne peut, à elle-

seule, de quantifier l’augmentation de l’étalement de la courbe de percée du phénol.  

 Pour la même capacité moyenne, le 𝐷𝐿  diminue linéairement avec 

l'augmentation de l'hétérogénéité chimique, avec l1/L. 

 Pour le même l1/L, le 𝐷𝐿 du phénol augmente lorsque  augmente. 

 Le modèle qui relie le 𝐷𝐿 à (1/) et (l1/L), est un bon prédicteur pour les DL et il 

peut être utilisé avec succès pour prédire ce coefficient dans la gamme des 

variables étudiées, 𝛾 et 𝑙1/𝐿.  

 Le modèle développé entre 𝐷𝐿 ,  et L n’est pas suffisant pour prédire les DL.  

Ces points signifient que la valeur moyenne de la distribution ne peut représenter 

à elle seule l’échelle de l’hétérogénéité et que la distribution spatiale proprement doit 

être prise en compte. Ils impliquent également des effets interdépendants de ces 

paramètres sur le comportement d’adsorbat en milieux chimiquement hétérogènes. 

 Le modèle reliant le 𝐷𝐿 à , (l1/L) et L donne des valeurs de DL très proche aux 

DL expérimentaux.  
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Cette dernière observation permet de conclure que l’effet de dimension influe 

directement sur la relation hétérogénéité chimique-dispersion d’adsorbat. Aussi, tous  

ces modèles développés montrent que il existe des effets couplés la moyenne de la 

distribution de l’hétérogénéité, (1/), et l'hétérogénéité chimique du milieu (l1/L) ainsi 

que sa longueur L. 
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 

 

Cette étude porte sur l’estimation du coefficient de dispersion effective lors du 

transport de solutés interactifs en milieux poreux chimiquement hétérogènes. Les 

expériences de Benmahdi (2019) ont été modélisées afin de déterminer ce paramètre. 

Différentes méthodes numériques ont été mises en œuvre pour simuler le transport de KCl 

et du phénol dans le charbon actif. Pour cela des codes de calcul ont été mis en œuvre pour 

la résolution numérique des équations du transport de solutés inertes et réactifs en milieu 

poreux chimiquement homogènes et hétérogènes. Une étude comparative des résultats 

numériques et des résultats expérimentaux a été menée.  

 Simulation du transport de l’eau  

L’estimation du coefficient de dispersion hydrodynamique a été réalisée par trois 

méthodes différentes : la méthode graphique basée sur les courbes de percée 

expérimentales, la méthode empirique basée sur des corrélations empiriques et la méthode 

numérique d’optimisation par la méthode des moindres carrés. Cette dernière a permis 

grâce à l’ajustant de la solution analytique de l’équation advection-dispersion sur des 

courbes de percée expérimentales. La comparaison entre les résultats des trois méthodes 

montre comment le choix de la méthode d’estimation de 𝐷𝐿  puisse engendrer un effet 

important sur la valeur de 𝐷𝐿  et comment une légère variation de 𝐷𝐿  puisse modifier le 

comportement du panache.  

Pour la résolution numérique de l’équation d’advection-dispersion, les 

performances de trois méthodes largement appliquées (MDF, MVF et MEF) ont été aussi 

étudiées en comparant les résultats de simulations numériques aux résultats de la solution 

analytique. Dans cette partie on peut retenir : 

 L’utilisation des corrélations empiriques et de méthode graphique pour estimer le 

coefficient de dispersion hydrodynamique montrent des degrés de précision 

variables. Ces méthodes ne reproduisent pas correctement la valeur du coefficient 

représentatif des résultats expérimentaux dans la solution analytique.  
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 L’optimisation numérique par la méthode des moindres carrés du coefficient de 

dispersion hydrodynamique s’est avérée nécessaire. Elle a donné la meilleure 

solution reflétant le véritable comportement hydrodynamique.  

 La méthode des différences finies est la méthode la plus fiable et la plus précise 

pour la discrétisation de l’équation d’advection-dispersion linéaire (pour le traceur 

de l’eau). Ce résultat justifie par la suite son utilisation pour la discrétisation de 

l’équation non linéaire.  

Le coefficient de dispersion hydrodynamique longitudinal, 𝐷𝐿  , est un paramètre 

qui dépend largement des conditions de l’expérience pour laquelle il est déterminé. 

L’utilisation de sa valeur pour d’autres expériences doit être accompagnée de multiples 

précautions. 

 Simulation du transport d’adsorbat en milieux chimiquement homogènes 

 Dans cette partie, nous avons testé la performance de deux techniques numériques 

pour le traitement du terme non linéaire dans l’équation d’advection-dispersion dû à 

l’adsorption non linéaire : la technique d’approximation et la technique de linéarisation. 

Pour chaque technique on a utilisé deux méthodes de résolution afin de confirmer la 

fiabilité de ces techniques. La méthode des différences finies a été utilisée pour discrétiser 

l’équation différentielle non linéaire et ce choix a été justifié auparavant. Afin de vérifier 

l’efficacité de ces deux techniques nous avons utilisé les données expérimentales de 

Benmahdi (2019) obtenues lors du transport de phénol dans le charbon actif homogène. 

L’on remarque que contrairement aux résultats issus de la technique d’approximation, une 

cohérence satisfaisante entre les courbes de percée simulées par la technique de 

linéarisation et celles données par l’expérimentation et cela pour toutes les conditions 

opératoires. Ce résultat permet de conclure que la forme mixte utilisée par cette technique 

permet d’assurer une bonne conservation de masse et une grande précision et stabilité 

numérique et ce quelle que soit la méthode de résolution utilisée, Picard modifiée ou 

Newton Raphson. Il est intéressant aussi de noter que le code de calcul développé semble 

adapté pour simuler les percées du traceur réactif. On retient donc la technique de 

linéarisation pour linéariser l’équation différentielle non linéaire dans le cas hétérogène. 

Cette partie démontre l’importance de la validation des modèles et également les 

méthodes de calcul par la confrontation à des résultats expérimentaux obtenus dans les 



    Conclusion générale et perspectives 

126 
 

mêmes conditions. La méthode des volumes finis est une des méthodes sophistiquées les 

plus courantes pour la discrétisation des équations différentielles de la forme de 

l’équation d’advection-dispersion. Cependant, la comparaison avec l’expérience a 

montré que pour les dimensions étudiées, elle est moins efficace que celle des différences 

finies, encore plus facile à appliquer. Par ailleurs, la technique d’approximation est 

aussi très connue et est largement utilisée pour le traitement de termes non linéaires, vue 

sa simplicité. Cependant, sans la comparaison avec l’expérience, l’on ne pouvait de 

douter de l’écart important de la réponse par rapport à la réalité. 

 Simulation du transport d’adsorbat dans les milieux chimiquement 

hétérogènes 

L’objectif de cette partie d’étude est d’évaluer, dans le cas d'interaction non linéaire 

de type Langmuir, les valeurs adéquates du coefficient de dispersion, d'ajuster les courbes 

de percée expérimentales du phénol obtenues à partir de différents lits fixes hétérogènes, et 

de proposer une corrélation empirique de 𝐷𝐿  qui permettrait de le relier à un certain 

nombre de paramètres quantifiant l'hétérogénéité chimique. La modélisation statistique a 

été utilisée justement pour trouver cette corrélation à l’aide de programmes sous Matlab 

basés sur des modèles polynômiaux. Ces modèles mathématiques ont permis de relier le 

coefficient de dispersion optimisé à certains paramètres comme l’hétérogénéité moyenne, 

(1/), l'hétérogénéité chimique du milieu, l1/L, la longueur de la colonne. Tous ces modèles 

ont été ensuite révélés à l'aide de la technique d’analyse statistique des variances des 

facteurs de réponse (ANOVA). L’ensemble des résultats obtenus permet se résume en ce 

qui suit :  

 Les 𝐷𝐿   obtenues pour l’adsorbat en milieu poreux chimiquement hétérogène 

sont largement supérieurs à ceux obtenus à partir des DTS du KCl.  

Ainsi, la conclusion principale qui en découle est que, comme il a été décrit dans 

la problématique, les résultats vérifient l’hypothèse émise au départ, en l’occurrence que 

la prise en considération de la distribution spatiale de l’hétérogénéité dans l’équation 

d’advection-dispersion représentant le transport interactif ne peut, à elle-seule, expliquer 

l’augmentation de l’étalement de la courbe de percée. Cette distribution spatiale crée des 

gradients de concentrations en phase fluide qui s’ajouteront aux gradients dus à la 

dispersion mécanique (et la diffusion moléculaire). L’ensemble des gradients crée un 

mouvement macroscopique dans le sens de l’écoulement par un processus analogue à la 
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dispersion hydrodynamique mais dont l’écart par rapport au mouvement moyen est 

supérieur à celui de l’eau. 

 Pour la même capacité moyenne, le 𝐷𝐿  diminue linéairement avec 

l'augmentation de l'hétérogénéité chimique, avec l1/L. 

 Pour le même l1/L, le 𝐷𝐿 du phénol augmente lorsque  augmente. 

 Le modèle qui relie le 𝐷𝐿 à (1/) et (l1/L), est un bon prédicteur pour les DL et il 

peut être utilisé avec succès pour prédire ce coefficient dans la gamme des 

variables étudiées, 𝛾 et 𝑙1/𝐿.  

 Le modèle développé entre 𝐷𝐿 ,  et L n’est pas suffisant pour prédire les DL.  

Ces points signifient que la valeur moyenne de la distribution ne peut représenter 

à elle seule l’échelle de l’hétérogénéité et que la distribution spatiale proprement doit 

être prise en compte. Que si  joue le rôle de paramètre représentatif de l’hétérogénéité, 

il est aussi représentatif de la capacité du milieu. Des effets interdépendants entre ces 

paramètres influencent les variations du coefficient de dispersion axiale de l’adsorbat. 

 Le modèle reliant le 𝐷𝐿 à , (l1/L) et L donne des valeurs de DL très proche aux 

DL expérimentaux.  

Cette dernière observation permet de conclure que l’effet de dimension influe 

directement sur la relation hétérogénéité chimique-dispersion d’adsorbat. Aussi, tous  

ces modèles développés montrent qu’il existe des effets couplés entre la moyenne de la 

distribution de l’hétérogénéité, (1/), et l'hétérogénéité chimique du milieu (l1/L) ainsi 

que sa longueur L. 

Perspectives  

 Dans le but d’enrichir la littérature dans ce domaine, des perspectives diverses 

s’ouvrent à la suite de ce travail : 

 La résolution numérique de l’ADE non linéaire a été étudiée en utilisant les 

données expérimentales obtenues lors du transport du phénol dans le charbon actif, 

les conclusions obtenues peuvent donc être encore difficilement généralisées. Une 

poursuite du travail sur d’autres adsorbants et adsorbats pourrait alors être 

envisagée.  
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 Cette étude ouvre la voix à d’autres travaux et à de nouvelles perspectives de 

recherche en introduisant les cas de distribution de l’hétérogénéité dans les sens 

transversaux également.  

 Des recherches complémentaires restent également possibles pour des distributions 

continues et variables de l’hétérogénéité. 
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ANNEXE A : Les organigrammes de résolution 

1. Organigramme de Résolution de l’ADE par la méthode analytique et d’évaluation de 

𝑫𝑳 par la méthode des moindres carrés: 
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2. Organigramme de Résolution de l’ADE par la MDF et la MVF: 
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3. Organigramme de Résolution de l’ADE par la MEF: 
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4. Organigramme de Résolution de l’ADE non linéaire avec la technique 

d’approximation et le schéma implicite: 
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5. Organigramme de Résolution de l’ADE non linéaire avec la technique 

d’approximation et la méthode de Runge Kutta 4: 
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6. Organigramme de Résolution de l’ADE non linéaire avec la technique de 

linéarisation et la méthode de Picard : 
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7. Organigramme de Résolution de l’ADE non linéaire avec la technique de 

linéarisation et la méthode de Newton Raphson :  
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ANNEXE B : évaluation du coefficient de dispersion hydrodynamique pour une 

colonne de longueur 22 cm et pour un débit égal à 1.5 ml/min 
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Figure B.1 : Comparaison entre les courbes de percée simulées avec les différentes 

valeurs de DL et la courbe de percée expérimentale pour L=22cm.  

 

Tableau B.1 : Les DL estimés via la méthode graphique et les équations empiriques pour 

L=22cm. 

Méthodes Corrélations empiriques Méthode graphique 

Bear Blackweel Pfannkuch 

𝑫𝑳(cm
2
/s)  1.82 × 10−2 2.52 × 10−1 1.78 × 10−2 1.76 × 10−1 

 

Tableau B.2 : Les DR calculés pour chaque méthode. 

Méthode Bear Blackweel Pfannkuch  Méthode graphique 

𝑫𝑹 0.219 1.36 0.209 1.20 
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Abstract:
This paper presents a comparison between some numerical methods and techniques for solving the nonlin-
ear advection-dispersion equation, which may be used to describe the adsorption of phenol into a granular
activated carbon fixed bed under local equilibrium conditions. The adsorption is described by the Langmuir
isotherm, which makes the advection-dispersion equation nonlinear. This equation is solved successively by
using the approximation and linearization techniques. For each technique, two types of numerical algorithms
are used. Concerning the first one, the Implicit and the Runge Kutta schemes are used. As for the second one,
the Modified Picard iteration and the Newton Raphson scheme are applied. Simulation results have been com-
pared to each other and to the experimental data as well. Both of the Implicit and the Runge Kutta algorithms
have led to superimposed simulated breakthrough curves. Both of the modified Picard and Newton Raphson
schemes have given identical results too. However, comparing to the experimental data, the obtained solu-
tion, using the approximation technique, has underestimated the retardation of solute and failed in fitting the
experimental breakthrough. The Obtained solution, using the linearization technique, has correctly fitted the
experimental results under all the conditions of: feed flow rate, activated carbon bed height and the inlet phenol
concentration.
Keywords: phenol adsorption, granular activated carbon, fixed bed, advection-dispersion equation
DOI: 10.1515/cppm-2019-0130
Received: November 23, 2019; Revised: March 4, 2020; Accepted: March 5, 2020

1 Introduction

Phenol and its derivatives are present in many industrial wastewater effluents such as: coking, pulp mills, paint
and dyes, wine distilleries, oil and gasoline, synthetic rubber, textiles, pharmaceuticals, solvent, manufacture of
pesticides, paper, and wood, etc [1]. There are different methods to remove it from water; adsorption is one of
the most effective and frequently used processes. The activated carbon is widely used as an adsorbent, because
of its large surface area, microporous nature, high adsorption capacity, high purity, and availability [2–4]. The
fixed bed operations are the typical process for that purpose [5, 6].

Modelling of fixed bed operations usually considers the Advection-Dispersion Equation (ADE) [7–15]. This
equation describes the adsorbate behavior into the porous media, adsorbent, and can be linear or nonlinear
according to the adsorption isotherm and the kinetic phenomena. Under the nonlinear adsorption, the analyt-
ical solution is exposed to some difficulties and could be impossible in some cases, which requires numerical
approximation.

Different numerical approaches are considered to solve the ADE depending on the media, flow and or inter-
action complexity. Hence, very numerous papers provide Eulerian, Lagrangian [16, 17] or Eulerian-Lagrangian
Mounira Kolli is the corresponding author.
© 2020 Walter de Gruyter GmbH, Berlin/Boston.
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solutions [18–22]. Generally, the column adsorption systems do not require Lagrangian complex methods. Nev-
ertheless, the Eulerian methods are not so easy, especially for the nonlinear equations.

Technically, the Eulerian approach is based on equation discretization. Different schemes are used such as:
finite volume methods, finite element methods, and finite difference methods. This latter has been widely used
to solve either the linear or the nonlinear problems. Whatever the discretization scheme may be, solving the
nonlinear differential equations is possible, either by linearization or without it. Various methods provide so-
lutions through converting the nonlinear partial differential equations into ordinary partial ones. Some studies
[23–25] have choosen to solve the nonlinear ADE simply by using an explicit scheme, which means the calcula-
tion of the nonlinear term in the previous instant. However, other studies [9, 26, 27] have used special methods
to solve the nonlinear ADE by rewriting this equation in a mixed form. In general, there are numerous schemes
used to solve this type of equations such as: Picard and Newton schemes. In recent works, the most used scheme
is the modified Picard method [27]. At first, this method was mostly used to solve the Richards equations [28–
30]. Later, it has increasingly been used to solve the nonlinear ADE. Thanks to its particular advantages for
instance: the numerical stability solution, error reduction, and no mass-balance errors. This method consists
on converting the nonlinear term using a first-order Taylor expansion to a linear expression. The problem of
modeling is that simulation results are rarely confronted with experimental ones, although we cannot be cer-
tain that even if they are plausible, they reflect the real behaviour. Thus, the question is: do all of the numerical
methods give the same results? Hence, this paper tempts to give an answer to this question.

Dealing with the phenol fixed bed adsorption on a granular activated carbon, the objective of this paper is
to show the best numerical method for solving the nonlinear ADE, which gives the best fit for the experimental
phenol breakthrough curves. Firstly, this study consists on determining the experimentally phenol adsorption
isotherms on a granular activated carbon from a batch experiment. Next, the isotherm parameters are used
in solving the fixed bed adsorption equation. Finally, the simulated obtained breakthrough curves, through
implementing linearization and approximation techniques, are compared to the experimental ones.

2 Experimental

2.1 Media and reactants

The granular activated carbons (GAC) used in this study was supplied from PICAHYDRO F20-W. It was par-
tially ground and sieved to get an average particle size of 1.425 mm. First, the sieved carbon was washed re-
peatedly with distilled water to remove any attached fines. Then, it was plunged into double distilled water,
for 4 hours, in order to eliminate the adsorbed organics as possible. After that, the activated carbon was dried
in an oven at 105 °C for 48 h. Finally, it was stored in a desiccator until use.

The phenol was purchased from RECTAPUR (98 %). The stock solution was prepared with double distilled
water (1 g/L). The stock solution was diluted with double distilled water to obtain the desired concentration.
Phenol was analyzed by a UV–Vis spectrophotometer (Shimatzu 1700, Japan) at 270 nm.

2.2 Batch mode equilibrium experiments

The phenol adsorption into a granular activated carbon was studied. 100 mL samples of variable initial solu-
tions, with phenol concentrations, were added to 0.5 g of GAC into Pyrex vessels with double envelope. For
maintaining the constant temperature, water was recycled through the double envelope from a Lauda RC6
thermostatic bath using a pump. The liquid/solid mixtures were shaken using a mechanical shaker at 200 rpm
and at 25 °C for equilibrium adsorption time. The adsorbed amount per mass unit of adsorbent at equilibrium
conditions, s, is calculated through the eq. (1):

𝑠 = 𝐶0 − 𝐶
𝑚 𝑉 (1)

Where C0 and C are the initial and the equilibrium solution adsorbate concentrations, V is the solution volume,
and m is the adsorbent mass.

The equilibrium phenol amount on GAC was plotted vs the equilibrium phenol solution concentration vari-
ation. Langmuir and Freundlich models were tested to investigate the equilibrium behavior of phenol adsorp-
tion on the GAC (Figure 1). The comparison of the R2 values suggests a best fit through the Langmuir model
(R2 = 0.996). The isotherm constants, for Langmuir model, were calculated, and they are shown in Table 1.
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Figure 1: Freundlich and Langmuir isotherm models for phenol adsorption on activated carbon obtained at 25 °C.

Table 1: Data for the activated carbon column used in simulation.

Properties Notations Values

Column length (cm) L 5.5
Initial concentration (g/ cm3) C0 180 × 10−6

Total concentration of available sorption sites (g/g) Smax 125.94 × 10−3

Langmuir constant (cm3 /g) KL 2.55 × 104

Flow rate (cm2/s) Q 3.33 × 10–2

2.3 Column adsorption experiments

An Omnifit precision glass columns with an adjustable height of 1 cm, and the internal diameter were incre-
mentally filled with GAC in thin layers. The filling was followed by a gentle tapping on the column to reduce
space between the particles. Thus, the column bulk density was uniform. GAC was initially saturated with a per-
manent flow of 0.01 M KCl solution. Then, a continuous flow of phenol solution was injected and maintained
until a full cumulative breakthrough curve was obtained. The column outlet liquid was collected at regular
time intervals, and phenol concentration was determined through using the UV–Vis spectrophotometer. The
breakthrough curves, for different initial phenol solution concentrations, were measured.

We have mentioned that a 2 mL/min flow rate was chosen, for all the experiments, to avoid extraparticle
kinetic effects. This has been checked by determining an inert tracer residence time distribution. Indeed, the
breakthrough curves have already been obtained by the continuous injection of 0.02 M KCl solution at different
flow rates. The results have shown that the 2 mL/min flow rate is the optimal one. The KCl concentrations, in
the column outlet flow, have been measured by the continuous flow conductometer (Inolabcond 720).

3 Mathematical modelling

For a steady state flow, the one dimensional equation of sorbing solute transport, through a homogeneous
porous media, is:

𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥 + 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡 + (1 − 𝜀
𝜀 )

𝜕𝐶𝑝 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡 = 𝐷𝐿

𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 (2)

Where U is the linear flow velocity, Cp (x, t) is a solute concentration into stationary phase, 𝜀 is the volumetric
water content, DL is the hydrodynamic dispersion coefficient, t and x are time and space variables respectively.

As the experiments have been done under local and thermodynamic equilibrium conditions, Cp (x, t) has
been replaced with:
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𝐶𝑝 (𝑥, 𝑡) = 𝜌𝑠 (𝑥, 𝑡) (3)

Where 𝜌 is the bulk density.
For phenol-granular activated system, the isotherm is subject to the Langmuir law:

𝑠 (𝑥, 𝑡) = 𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡)
1 + 𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡) (4)

Where Smax is the total concentration of available sorption sites, Kl is the Langmuir constant.
The combination of eqs. (2), (3), and (4) leads to:

𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥 + 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡 + (1 − 𝜀
𝜀 ) 𝜕

𝜕𝑡 (𝜌 𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡)
1 + 𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡) ) = 𝐷𝐿

𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 (5)

This eq. (5) is a nonlinear differential equation with no analytical solution.
The used initial and boundary conditions are as follows:

𝑡 = 0, 𝐶 (𝑥, 0) = 0, 𝑥 ≥ 0 (6)

𝑥 = 0, 𝐶 (0, 𝑡) = 𝐶0, 𝑡 > 0 (7)

𝑥 = 𝐿, 𝜕𝐶 (𝐿, 𝑡)
𝜕𝑥 = 0, 𝑡 > 0 (8)

L is the column length.

4 Numerical procedure

The study consists on solving the nonlinear ADE, eqs. (5, 6, 7, 8), using two sets of paths. The first path is
illustrated by the approximation technique. It uses an explicit solution of concentrations Cn

i , to calculate the
nonlinear term. In this case, Runge Kutta scheme and the implicit scheme are used to solve the discretized
equation.

The second one is illustrated by the linearization technique. It uses An implicit solution concentrations,
Cn+1

i , is used in this case to calculate the nonlinear term. For this technique, we have used the modified Picard
iteration and Newton Raphson scheme to solve the discretized equation.

For the two techniques, the discretization of the nonlinear advection-dispersion equation is done through
the finite differences method.

In this paper, the superscripts n and n + 1 are respectively considered as previous and current times.

4.1 Resolution with approximation technique

This technique is widely used to solve this type of equations (Hekmatzadeh et al [31], [32]), and it is known by its
high accuracy and being simple in its implementation. It allows solving the nonlinear ADE through calculating
the nonlinear term using the concentration at the previous time step.

The eq. (5) becomes as follows:

𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥 + ⎡⎢

⎣
1 + 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙 (1 − 𝜀

𝜀 ) 1
(1 + 𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡))2

⎤⎥
⎦

𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡 = 𝐷𝐿

𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 (9)

One puts:

𝑅 (𝐶) = 1 + 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙 (1 − 𝜀
𝜀 ) 1

(1 + 𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡))2
(10)
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R (C) is the nonlinear retardation factor.
The substitution of the eq. (10) into the eq. (9) leads to:

𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥 + 𝑅 (𝐶) 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡 = 𝐷𝐿
𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 (11)

Based on this technique, the retardation factor, R(C), is calculated using the concentration at the previous time
step. To solve the eq. (11), two different schemes have been tested: implicit and Runge Kutta.

4.1.1 Implicit scheme

At a particular position i, the eq. (11) can be rewritten as follows:

(R (C))n
i (𝜕C

𝜕t )
i
+ U (𝜕C

𝜕x )
n+1

i
= DL (𝜕2C

𝜕x2 )
n+1

i
(12)

The discretization of this equation is based on the centered difference in space, which leads to a linear equation.
The resulting system is solved using the tri-diagonal matrix algorithm.

4.1.2 Runge Kutta scheme

This method uses an explicit solution to calculate the concentrations at the current time step. On this method
basis, the eq. (12) can be rewritten as follows:

𝜕𝐶
𝜕𝑡 = 𝐷𝐿

(𝑅 (𝐶))𝑛
𝑖

(𝜕2𝐶
𝜕𝑥2 )

𝑛

𝑖
− 𝑈

(𝑅 (𝐶))𝑛
𝑖

(𝜕𝐶
𝜕𝑥 )

𝑛

𝑖
(13)

The discretization of the eq. (13) is also based on the centered difference in space. To calculate the new concen-
trations, 𝐶𝑛+1

𝑖 , the Runge Kutta method has been applied.

4.2 Resolution with linearization technique

According to this approach, the nonlinear term in eq. (5) necessitates an implicit solution for the concentrations:
Cn+1

i . It consists on rewriting the nonlinear ADE in a mixed form such as:

𝜕
𝜕𝑡 [𝐶 (𝑥, 𝑡) + (1 − 𝜀

𝜀 ) 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙
𝐶 (𝑥, 𝑡)

(1 + 𝐾𝑙 𝐶 (𝑥, 𝑡))] + 𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥 = 𝐷𝐿

𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 (14)

One puts:

𝑀 (𝐶 (𝑥, 𝑡)) = 𝐶 (𝑥, 𝑡) + (1 − 𝜀
𝜀 ) 𝜌𝑆𝑚𝑎𝑥𝐾𝑙

𝐶 (𝑥, 𝑡)
(1 + 𝐾𝑙𝐶 (𝑥, 𝑡)) (15)

The substitution of the eq. (15) into the eq. (14) leads to:

𝜕𝑀 (𝐶 (𝑥, 𝑡))
𝜕𝑡 = 𝐷𝐿

𝜕2𝐶 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 − 𝑈 𝜕𝐶 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥 (16)

Where M (C) is the new dependent variable or nonlinear function of 𝐶.
Because of the nonlinear dependency of M on C, a linearization and an iterative calculation are required.

Two procedures could be applied:
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4.2.1 Modified Picard iteration

In many problems, this scheme is one of the most widely used schemes to solve the Richards, Navier Stokes [33,
34], and the advection-dispersion equations, because of its good performance [9, 26, 27]. According to it eq. (16)
it is solved by using the implicit backward time scheme. This method estimates the unknown concentrations,
Cn+1

i , using the latest estimated values of Mn+1
i . The eq. (16) can be rewritten as follows:

𝑀𝑛+1
𝑖 − 𝑀𝑛

𝑖
Δ𝑡 = 𝐷𝐿 (𝜕2𝐶

𝜕𝑥2 )
𝑛+1

𝑖
− 𝑈 (𝜕𝐶

𝜕𝑥 )
𝑛+1

𝑖
(17)

Using the modified Picard iteration, the term Mn+1
i can be linearized and rewritten as follows:

𝑀𝑛+1,𝑘+1
𝑖 = 𝑀𝑛+1,𝑘

𝑖 + (𝜕𝑀
𝜕𝐶 )

𝑛+1,𝑘

𝑖
(𝐶𝑛+1,𝑘+1

𝑖 − 𝐶𝑛+1,𝑘
𝑖 ) (18)

Where the superscript k indicates the iteration level, (𝜕M
𝜕C )

n+1,k
i

is equivalent to the retardation factor:

(𝜕𝑀
𝜕𝐶 )

𝑛+1,𝑘

𝑖
= 1 + (1 − 𝜀

𝜀 ) 𝜌 (𝜕𝑓 (𝐶)
𝜕𝐶 )

𝑛+1,𝑘

𝑖
= 𝑅𝑛+1,𝑘

𝑖 (𝐶) (19)

Where f (C) is the Langmuir equation.
The Discretization of eq. (17) is subject to the finite differences scheme centered in space, and fully implicit

in time. The resulting linear equation system is solved using the tri-diagonal matrix algorithm.

4.2.2 Newton-Raphson method

This method considers the same approximation as the Range-Kutta method. It is based on the simple idea of
the linear approximation to find the zeros of an arbitrary equation. According to the Newton-Raphson method,
the eq. (16) becomes as follows:

(𝜕𝑀(𝐶)
𝜕𝑡 )

𝑖
= 𝐷𝐿 (𝜕2𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 )
𝑛

𝑖
− 𝑈 (𝜕𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥 )
𝑛

𝑖
(20)

The first and the second derivatives of this equation are substit uted using the finite difference scheme centered
in space and fully explicit in time.

The solution of this equation is gotten through the following procedure:

1. The calculation of Mi at last time using the previous concentrations.

2. The calculation of the non-linear term, Mn+1, using the eq. (18).

3. The calculation of the new concentrations, Cn+1, using the Newton Raphson iteration.

The four numerical algorithms used to solve the eqs. (5, 6, 7, 8) are developed and implemented through a
computer program using FORTRAN 90. The numerical results have been compared to the experimental break-
through curves of the phenol adsorption into a granular activated carbon fixed bed. The used experimental
data are shown in the following table:

5 Results and discussion

5.1 Modeling of the breakthrough curves

The numerical results have been examined as follows: first, the obtained results using the Runge Kutta scheme
and the implicit one based on approximation technique have been compared to each other. The simulated
breakthrough curves (BTCs) have been illustrated in Figure 2. It can be observed that the obtained simulated
breakthrough curve, using implicit scheme, is an excellent agreement with the obtained one using the Runge
Kutta scheme.
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Figure 2: Comparison between Runge Kutta scheme and Implicit scheme using the approximation technique.

In the same way, the simulated breakthrough curves, from the numerical methods, the Modified Picard iteration
and Newton Raphson scheme, based on linearization technique are also compared to each other (see Figure 3).
This figure shows a good agreement between the numerical solutions.

Figure 3: Comparison between Modified Picard iteration and Newton Raphson scheme using linearization technique.

In order to demonstrate the effectiveness of these techniques, the obtained simulated breakthrough curves
using the linearization and approximation techniques have been compared to the experimental data obtained
from the adsorption of phenol on a granular activated carbon fixed bed. The comparison between these curves
has been presented in Figure 4. There is a significant difference between the experimental and the simulated
results obtained by using the approximation technique and the Runge Kutta scheme. The simulated curve
shows a smaller retardation than the experimental one. In general, the difference given by this technique is
practically not acceptable. One reason for the inaccurate results is closely related to calculating the nonlinear
term using the concentration at the previous time step. Therefore, another technique for treating the non-linear
term has been proposed to minimize these differences. In this case, the linearization technique has been tested.
The simulation result has shown that the simulated values of C/Co obtained by using linearization technique
and Modified Picard scheme is in a good accord to the observed set data. The results have clearly demonstrated
that the linearization technique is generally more accurate than the approximation technique.
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Figure 4: Comparison between linearization and approximation techniques with experimental breakthrough curve.

The linearization technique gives a very satisfying fit to the experimental breakthrough curve, while the ap-
proximation technique fails to match it.

5.2 Simulation results for different operating conditions

In order to show the capability and assess the accuracy of the linearization and the approximation techniques,
to simulate adsorption of phenol on a granular activated carbon fixed bed, a quantitative comparison has been
made between the simulated and the experimental data of different operating conditions. The examined oper-
ational parameters, in this study, are the feed flow rate, the inlet phenol concentration, and the activated carbon
bed height. The results are shown in Figure 5–Figure 7.

Figure 5 compares the experimental and the simulated breakthrough curves of phenol adsorption on
activated carbon fixed bed for two flow rates (2 and 4 mL/min) at a constant inlet phenol concentration
(C0 = 180 mg/l), and a constant bed height (L = 4.2 cm). For the two flow rates, the simulated concentrations,
obtained by using the approximation technique and the Runge Kutta scheme, are always much lower than the
experimental ones. Close accords are also observed between the experimental and the simulated BTCs, obtained
through using the linearization technique and the Modified Picard scheme, for the two flow rates.

Figure 5: Comparison between measured and modeled phenol breakthrough curves for different flow rate.

Figure 6 demonstrates the comparison between the simulated curves and the experimental data of various
concentrations of phenol (60, 80 and 180 mg/l). The flow rate and the adsorbent bed height have been kept
constant (Q = 2 mL/min, L = 4.2 cm). For the different concentrations, it clearly appears that there is a good
accord between the experimental data and the simulated curves from the linearization technique, while there
is a vast difference between the simulated curves from the approximation technique, and the experimental ones.
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Figure 6: Comparison between measured and modeled phenol breakthrough curves for different inlet concentration.

In Figure 7 the simulated and experimental results have been presented for two bed heights (4.2 cm and 5.5 cm).
The flow rate and the inlet concentration have been kept constant (Q = 2 mL/min, C0 = 180 mg/l). For the two
bed heights, the comparison between the experimental data and the simulated curves shows the good agree-
ment with the linearization technique, and vast differences with the approximation technique. It may be noted
that the linearization technique has appeared to fit the experimental curves for all bed lengths. However these
discrepancies are arising from the uncertainty in the evaluation of the non linear term.

Figure 7: Comparison between measured and modeled phenol breakthrough curves for different bed height.

According to these results, the simulated breakthrough curves obtained by using the linearization technique,
to solve the nonlinear advection-dispersion eq. (5), are consistent with those experimentally found in various
operating conditions. The results indicate that the linearization technique is able to describe correctly the ad-
sorption dynamics of phenol in a granular activated carbon fixed bed, while the approximation technique fails
to match it.

6 Conclusion

In this paper, two techniques have been used to solve the nonlinear Advection-Dispersion Equation, and to
simulate phenol adsorption into a granular activated fixed bed. In addition to that, the use of approximation
and linearization techniques has been examined by comparing the simulated results to the experiments. The
study has led to the following conclusions:

– Both of the Implicit and Runge Kutta algorithms lead to superimposed simulated breakthrough curves. Be-
sides, both of the modified Picard and Newton Raphson schemes give identical results too.

– The plausible shape of simulated breakthrough curves cannot justify the use of approximation technique,
unless they are confronted to the experimental ones.

9

http://rivervalleytechnologies.com/products/


Au
to

m
at

ica
lly

ge
ne

ra
te

d
ro

ug
h

PD
Fb

yP
ro

of
Ch

ec
kf

ro
m

Ri
ve

rV
al

le
yT

ec
hn

ol
og

ie
sL

td
Kolli et al. DE GRUYTER

– Although the approximation technique is known by its performance and easiness for linear problems, it
seems that it is not efficient for phenol nonlinear adsorption into granular activated bed, whose resolution
requires a linearization technique of the nonlinear term at current time.

– The comparison of the experimental breakthrough curves to the numerical ones, in all operating conditions
(the flow rate, inlet concentration and bed height), has indicated that the linearization technique provides
a satisfactory representation of the adsorption of phenol on a granular activated carbon fixed bed.

– The linearization technique has been successfully used to solve the nonlinear advection-dispersion equation
of an adsorption column, while the approximation technique fails in solving it.

NOTATION

Symbols used

U Linear flow velocity (m/s)
C Solute concentration into liquid phase (mg/m3)
Cp Solute concentration into stationary phase (mg/m3)
C0 Initial concentration of source fluid (mg/m3)
DL Hydrodynamic dispersion coefficient (m2/s)
Kl Langmuir constant (m3/mg)
L Length of column (m)
s Solid phase solute concentration (mg/g)
Smax Total concentration of available sorption sites (mg/g)
𝑡 Time (s)
M Adsorbent mass (mg)
V Solution volume (m3)
𝑥 Space variable (m)

Greek letters

𝜌 bulk density (mg/m3)
𝜀 volumetric water content dimensionless
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Résumé 

 

Le coefficient de dispersion axiale pour un adsorbat en milieux poreux chimiquement hétérogène est 

estimé, et comparé à celui d’un traceur de l’eau, en résolvant l’équation d’advection-dispersion tenant compte 

d’une distribution spatiale de l’activité. La distribution de l’hétérogénéité suit la loi de Bernoulli. L’interaction de 

l’adsorbat avec le milieu consiste en un équilibre d’adsorption de Langmuir. La résolution de l’équation 

d’advection-dispersion non linéaire par la méthode des différences finies est basée sur la technique de linéarisation 

de Picard modifié. La validation résultats de simulation est réalisée par la comparaison aux résultats expérimentaux 

de Benmahdi (2019). L’optimisation du coefficient de dispersion axiale de l’adsorbat par la méthode des moindres 

carrés montre que sa valeur est nettement supérieure à celle du coefficient de dispersion hydrodynamique. La 

modélisation statistique du coefficient de dispersion axiale pour l’adsorbat a mis en évidence des effets 

interagissant de la distribution spatiale de l’hétérogénéité proprement dite, du paramètre représentatif de l’échelle 

de l’hétérogénéité, de la capacité et de la longueur du milieu. 
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